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Resumen
Se describe el proceso de transformacio´n de una familia de superficies de
Riemann compactas, conexas de ge´nero 4 en una familia de recubrimientos
trigonales de la esfera de Riemann.
Se halla una familia universal para tales recubrimientos trigonales de ge´ne-
ro 4.
Se calcula la monodromı´a en el grupo fundamental de las fibras para di-
cha familia.
Se desarrolla una librer´ıa informa´tica basada en Singular para el ca´lculo
algebraico efectivo en estas curvas y familias.
Se desarrolla una librer´ıa informa´tica basada en MATLAB para el ca´lculo
anal´ıtico efectivo de monodromı´as de trenzas.
Abstract
The transformation proces of a family of connected compact Riemann
surfaces of genus 4 into a family of trigonal coverings of the Riemann sphere
is cescribed.
A universal family for such trigonal covers of genus 4 is found.
The monodromy in the fundamental group of the fibres of this family is
computed.
A software library based a Singular is developed for the effective alge-
braic computation of these curves and families.
A software library based a MATLAB is developed for the effective analy-




0.1. Introduccio´n de la Tesis
El propo´sito de esta tesis es el estudio de la monodromı´a geome´trica y en
el grupo fundamental de familias de curvas de ge´nero 4.
Las razones para el estudio de la monodromı´a de familias de curvas son:
Proporcionar una v´ıa de acceso para determinar la topolog´ıa y clasifi-
cacio´n del espacio total de la familia, que es una variedad de dimensio´n
superior (as´ı se han clasificado las superficies el´ıpticas y Horikawa cla-
sifico´ las familias de curvas de ge´nero 2, ve´ase [BPV]).
Paul Seidel ha formulado (ve´ase en [Seidel]), una versio´n de la conjetura
de Simetr´ıa Espejo Homolo´gica en la que las subvariedades lagrangianas
estudiadas son los ciclos evanescentes de un pincel de Lefschetz. Los
pocos casos en que se ha podido comprobar incluyen curvas de ge´nero
2 (Ve´ase [Seidel]) y alguna familia de curvas de ge´nero 3 (ve´ase [Ku]).
Esta memoria estudia familias algebraicas de curvas de ge´nero 4, pero
las te´cnicas anal´ıticas desarrolladas tambie´n podra´n aplicarse a pinceles de
Lefschetz en variedades simple´cticas, cuyas fibras tenga ge´nero 4.
La eleccio´n de familias algebraicas de curva de ge´nero 4 se debe a que ya
hay estudios precedentes sobre las familias de curvas de ge´nero 0, 1, 2.
La teor´ıa cla´sica de superficies regladas, con Lalonde y McDuff demos-
trando en [LM], que la clasificacio´n en el caso simple´ctico es la misma que
en el caso algebriaco.
1. La clasificacio´n de familia de curvas de ge´nero 1, que es cla´sica en el
caso de familias algebraicas (teor´ıa de superficies el´ıpticas, ve´ase [BPV])
y que fue extendida al caso topolo´gico, en particular simple´ctico, por
Ron Livne´ (ve´ase [Mo1]).
2. Las familias de curvas de ge´nero 2 fueron estudiadas en el caso alge-
braico por Horikawa (ve´ase [BPV]), y esta clasificacio´n fue extendida
al caso simple´ctico por Siebert y Tian ([ST]), D. Auroux ([Au1]) y
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recientemente por Auroux-Donalson-Katzarkov-Yotov (ve´ase [ADKY]).
El trabajo de todos estos anteriores se basa en que las curvas de ge´nero
2 son hiperel´ıpticas, de manera que para controlar la variacio´n de las
fibras en una familia basta con controlar la evolucio´n del divisor de
ramificacio´n, que tiene grado relativo 6, dentro la familia de P1C recu-
biertos por las fibras.
Los trabajos de estudio de familias de curvas de ge´nero superior son mu-
cho ma´s escasos:
Irene Stankova-Frenkel estudia en [SF] las familias de curvas trigonales,
pero desde un enfoque orientado ma´s directamente a la geometr´ıa del espacio
total, evitando el estudio de la monodromı´a.
Las te´cnicas de Siebert-Tian y Aurox pueden extenderse al estudio de
curvas hiperel´ıpticas de cualquier ge´nero (comunicacio´n personal de los 3 an-
teriores).
David Moroni, anuncio´ trabajos sobre monodromı´a geome´trica y en el
grupo fundamental para familias de curvas hiperel´ıpticas de cualquier ge´ne-
ro. No ha llegado a publicar resultados. En la extensio´n de los trabajos de
Siebert-Tian y Auroux, y en el trabajo inconcluso de Moroni, el punto clave
para estudiar las familias de curvas hiperl´ıpticas de ge´nero g es verlas como
recubrimientos dobles de P1C de la base (donde forman un divisor de ramifi-
cacio´n, de grado relativo 2g + 2, que describe una monodromı´a de trenzas).
Figura 1: Monodromı´a del divisor de ramificacio´n en una familia de trenzas.
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Por que´ en esta memoria continuamos con curvas de ge´nero 4 en vez de
ge´nero 3: Todas las curvas no hiperel´ıpticas de ge´nero 3, 4 son trigonales
(recubrimientos triples de P1C, o sea, admiten serie lineal g13). Pero hay 2
diferencias importantes:
Las curvas de ge´nero 3 admiten una familia 1 parame´trica de estructu-
ras trigonales. Esto hace que para pegar las estructuras trigonales en
una familia de curvas haya que recuerrir a procedimientos poco natu-
rales, que complican el ca´lculo posterior (ve´ase [ABV]), en cambio las
curvas de ge´nero 4 no hiperel´ıpticas admiten solo una o dos estructu-
ras trigonales, de manera que haciendo como ma´ximo un cambio de
2 : 1, toda familia de curvas de ge´nero 4 se convierte en familia de
recubrimientos trigonales
familia despue´s

























En la fo´rmula anterior X˜ −→ B˜ es familia de curvas de ge´nero 4,
Y −→ B˜ es familia de P1C sobre B˜, y el morfismo X˜ −→ Y es 3 : 1, con
un divisor de ramificacio´n R.
Las curvas hiperel´ıpticas forman un divisor de codimensio´n 1 en el
espacio de mo´duli de curvas de ge´nero 3. En cambio, forman una sub-
variedad de codimensio´n compleja 2 en el espacio de mo´duli de curvas
de ge´nero 4. Esto significa que al estudiar una fibracio´n de Lefschetz
simple´ctica con fibras de ge´nero 3 es inevitable que haya fibras hiper-
el´ıpticas. En cambio, una fibracio´n de Lefschtez simple´ctica con base de
dimensio´n real 2 podemos escoger una estructura cuasicompleja com-
patible gene´rica, y no habra´ ninguna fibra hiperel´ıptica. Esto simplifica
el estudio de tales fibraciones.
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0.2. Estructura y contenidos de la Tesis
El cap´ıtulo 1, es un repaso de resultados cla´sicos de la Geometr´ıa Alge-
braica sobre la estructura trigonal de las curvas de ge´nero 4, su extensio´n de
curvas a familias complejas, y la aparicio´n en este contexto de la monodromı´a
de trenzas en el ca´lculo de la monodromı´a geome´trica.
El cap´ıtulo 2, contiene los resultados originales de investigacio´n ba´sica:
se construye una familia trigonal universal para las curvas de ge´nero 4, y se
procede a calcular la monodromı´a en el grupo fundamental de esta familia
para una presentacio´n concreta. Como
Out(pi1(C4, ∗)) = Aut(pi1(C4, ∗))upslope ∼
(∼= relacio´n por conjugacio´n global)
de esta monodromı´a en el pi1 podemos deducir la monodromı´a geome´trica de
las familias trigonales de ge´nero 4, siempre que logremos calcular la mono-
dromı´a de trenzas del divisor de ramificacio´n.
La te´cnica empleada en este cap´ıtulo permite el ca´lculo de la monodromı´a
en el grupo fundamental para familias de curvas hiperel´ıpticas, y au´n para
otros recubrimientos de grado bajo. Las dos fases de este ca´lculo son:
Calcular la monodromı´a en el grupo fundamental para la familia uni-
versal de este tipo de recubrimientos, a partir de ramificacio´n en esta
familia universal.
Una vez calculada la monodromı´a de la familia unversal, para cualquier
familia de recubrimientos










Hay que identificar el divisor de ramificacio´n del recubrimiento X˜ −→
Y = B˜ × P1, R ⊂ B˜ × P1, y calcular la monodromı´a de trenzas de este
divisor R sobre la base B˜ (ve´ase figura 1).
El ca´lculo efectivo del divisor de ramificacio´n R y su monodromı´a de
trenzas para familias de curvas algebraicas de ge´nero 4 es el objetivo
del resto de la tesis, que se dedica a aspectos computacionales.
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En el cap´ıtulo 3, discutimos estas te´cnicas de ca´lculo y mostramos su im-
plementacio´n:
En primer lugar es necesario un Ca´lculo Algebraico para, dada una
familia trigonal de curvas de ge´nero 4










identificar (o sea, hallar su ecuacio´n), el divisor de ramificacio´n R ⊂ B×P1C.
Este ca´lculo se hace por medio del programa Singular. Se ha desarrolla-
do una librer´ıa dentro de Singular para el estudio de curvas de ge´nero 4,
presentadas en forma cano´nica debido a la complejidad del ca´lculo esta iden-
tificacio´n de r es posible actualmente para familias trigonales en las que la
base B˜ de la familia sea una recta proyectiva o una co´nica.
Una vez identificada la ecuacio´n del divisor de ramificacio´n R ⊂ B˜ × P1C,
la siguiente fase es el Ca´lculo Anal´ıtico de la monodromı´a de trenzas de
este divisor, si se obtiene este ca´lculo podemos usar la tabla de monodromı´as
de la familia universal del cap´ıtulo 2, y obtener la monodromı´a geome´trica
para nuestra familia trigonal E˜ −→ B˜.
Tambie´n podemos obtener la monodromı´a en el grupo fundamental de












OO      
σ
si calculamos la monodromı´a de las “trenzas enriquecidas” formadas por el
divisor de ramificacio´n R y la seccio´n punto base σ : B˜ −→ E˜.
Aunque hay modelos locales cla´sicos (ve´ase [Za]), e incluso globales mo´du-
lo conjugacio´n anal´ıtica en el caso en que R es liso (ve´ase [Mo1]), como el
divisor R no suele ser liso y la teor´ıa de Moishezon no es muy efectiva en el
ca´lculo de la conjugacio´n a su modelo teo´rico, optamos por el ca´lculo de la
monodromı´a de trenzas por un procedimiento ma´s elemental: si el divisor R
tiene una ecuacio´n local
R : f(s, z) = 0 −→ f(s, z)
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en coordenadas locales (s, z) en B˜×P1C, al parametrizar localmente una rama












de donde deducimos que podemos halllar explicitamente la trayectoria de la









Realizamos esta integracio´n y ca´lculo posterior de la monodromı´a de tren-
zas a partir de la trayectoria de las ramas de R, por medio de una librer´ıa
de funciones para MATLAB. Las razones para el uso de MATLAB son:
Permite calcular con nu´meros complejos de manera tan simple como
con nu´meros reales.
Ofrece muchas funciones de alto nivel para los ca´lculos previos y pos-
teriores a la integracio´n de la edo:
- determinacio´n de descomposiciones celulares de Voronoi, y otras
funciones de grafos que permiten hallar presentaciones de pi1(B˜, s0)
o´ptimas para el ca´lculo de la monodromı´a de trenzas.
- facilidades de post-proceso y representacio´n gra´fica.
Sin embargo, no se ha podido aprovechar ninguno de los integradores
de edos existentes en MATLAB, porque el problema de integracio´n de las
ramas del divisor R por separado y con garant´ıa de precisio´n se ha mostrado













Figura 2: Cuando el camino de integracio´n separa a 2 valores singulares
muy pro´ximos P1, P2, las ramas de R se aproximan mucho y esto dificulta e
imposibilita el trabajo del integrador nume´rico.
Debido a la dificultad creada por la gran proximidad de las ramas del
divisor de ramificacio´n R al pasar entre valores de ramificacio´n pro´ximos,
que hace que los integradores ode{xy} de MATLAB se confundan y salten
de una rama a otra, ha sido necesario desarrollar una variante de integrador
de Runge-Kutta, que usa un me´todo RK4 de paso variable para avanzar, y
controla la longitud de paso y la garant´ıa del ca´lculo a trave´s de la integral
primera
f(s, z(s))) = 0
Este integrador rk4int1avect permite integrar la edo de todas las ramas
del divisor R, y ofrecer garant´ıa de correccio´n del ca´lculo, pero a un precio: el
ca´clulo se ralentiza tanto que jama´s acaba en familias con valores de ramifi-
cicacio´n pro´ximos. Debido a esto, la versio´n actual de la librer´ıa de funciones
de MATLAB puede calcular monodromı´a de trenzas para curvas de grado
bajo C ⊂ B˜×P1C (funciona consistentemente hasta grado 6, espora´dicamente
hasta grado 9), pero es por el momento incapaz de calcular las monodromı´as
de trenzas de los divisores R ⊂ B˜ × P1C de grado relativo 12 que aparecen en
las familias de curvas trigonales de ge´nero 4.
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El cap´ıtulo 4, muestra alguinos ejemplos para ilustrar la capacidad de
ca´lculo de las librer´ıas desarrolladas:
La librer´ıa en Singular llamada genero4.lib, es capaz de hallar la ecua-
cio´n del divisor de ramificacio´n R para familias trigonales de ge´nero 4
de intere´s geome´trico: la familia de Bring, la familia de una superficie
K3 de ge´nero 4 necesaria para la conjetura de Simetr´ıa Espejo de P.
Seidel.
La librer´ıa de MATLAB por el momento so´lo calcula monodromı´as de
trenzas para curvas C ⊂ B˜ × P1C de grado bajo. Se muestra con curvas
C ⊂ P2C de grado hasta 6, a modo de ejemplos acade´micos.
0.3. Resultados originales de la Tesis
En el cap´ıtulo 1 se define la familia universal de Clebsch-Hurwitz para
recubrimientos de P1C de grado 3 y ge´nero 4, que es una extensio´n no inme-
diata de la forma normal de Clebsch-Hurwitz del recubrimiento trigonal de
una curva d una familia.
En el teorema 5 de este cap´ıtulo se establece la propiedad de unversalidad
de esta familia.
En el teorema 6 de este cap´ıtulo se calcula la monodromı´a en el grupo
fundamental para esta familia universal. El ca´lculo es mo´dulo una conjetura
que ha quedado abierta sobre la accio´n de grupo de trenzas en estas familias.
Pero aunque la conjetura resulte ser falsa el ca´lculo hecho en la demostracio´n
del teorema 6 permanece cierto, y bastar´ıa con an˜adirles la monodromı´a de
los nuevos elementos del estabolizador para completar el teorema.
En el cap´ıtulo 3, presentamos la librer´ıa para Singular genero4.lib, que
permite estudiar la estructura geome´trica de curvas de ge´nero 4 a partir de
sus ecuaciones cano´nicas, e identifica el divisor de remificacio´n de la estruc-
tura trigonal en familias.
Tambie´n en el cap´ıtulo 3, presentamos una librer´ıa para MATLAB que
permite el ca´lculo de la monodromı´a de trenzas asociada a una curva C ⊂
C2. La librer´ıa permite escoger generadores o´ptimos del grupo fundamental
sobre los que calcular la monodromı´a de trenzas usando una descomposicio´n
celular de Voronoi, despue´s halla la trayectoria de las ramas del divisor de
ramificacio´n de la familia sobre estos caminos, y deduce las trenzas a partir
de la evolucio´n de estas posiciones.
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Cap´ıtulo 1
Fundamentos de la Tesis
1.1. Estructura Trigonal en Curvas de Ge´ne-
ro 4
Sea E una curva de ge´nero 4, no hiperel´ıptica, entonces por el teorema




tal que E = Q ∩ C, donde Q ⊂ P3C y C ⊂ P3.
Para la cua´drica Q so´lo hay dos posibilidades:
1. Que sea una cua´drica lisa, es decir existen coordenadas proyectivas tales
que
Q = {X2 + Y 2 − Z2 − T 2 = 0}
o bien,
2. Un cono, con un punto singular. Es decir, existen coordenadas proyec-
tivas tal que
Q = {X2 + Y 2 − Z2 = 0}
En una familia Qα ∩ Cα que depende del para´metro α ∈ PkC (o α ∈ Ck),
los conos vienen dados por la ecuacio´n det(Q) = 0, por lo que forman un
cerrado de Zariski en el espacio de para´metros en general de codimensio´n 1.
Estudiamos en primer lugar las familias sin conos, donde ps y qs son
polinomios homoge´neos de grado 2 y 3 respectivamente. Como suponemos
que las cua´dricas
{ps(X : Y : Z : T ) = 0}
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son todas lisas, existe un cambio de coordenadas proyectivas
Φs(X : Y : Z : T ) = [X˜ : Y˜ : Z˜ : T˜ ]
que lleva la cua´drica Qs a tener coordenadas
X˜2 + Y˜ 2 − Z˜2 − T˜ 2 = 0
independientes de s.













pi\Q ∩ C−1(s) = {ps(X : Y : Z : T ) = 0}∩{qs(X : Y : Z : T ) = 0} ⊂ P3C×{s}
Aplicamos a P3C × C el cambio de coordenadas dado por [Φs, Id]s∈C, y
conseguimos nuevas coordenadas proyectivas en cada P3C × {s}, de manera
que
Qs = {X˜2 + Y˜ 2 − Z˜2 − T˜ 2 = 0}
Para escribir menos, llamaremos [X : Y : Z : T ] a las nuevas coordenadas,
as´ı hemos conseguido en el diagrama anterior, Q esta´ definida por la ecuacio´n
homoge´nea de grado 2 en X, Y, Z, T de la forma
{X2 + Y 2 − Z2 − T 2 = 0}
en P3C y C definida por la ecuacio´n homoge´nea de grado 3 en X, Y, Z, T con
{qs(X : Y : Z : T ) = 0}
que corresponde a una superficie cu´bica que var´ıa con el para´metro s.
Ejemplo 1. Sea Cs una superficie cu´bica definida en el espacio proyectivo
P3C×{s}, dada por el polinomio qs(X : Y : Z : T ) = 0, es una superficie cu´bica
que depende de s, que puede ser uno de la familia de polinomios homoge´neos
definidos por:
{qs = 0} : {X3+Y 3−Z3−T 3−s(2−s)XY Z+7s2X2Y +13s5Y 2Z+XZ2 = 0}
X3 − sXY Z + 2XT 2 − s(1− s)Y ZT + s7T 3 − s2XZT = 0
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Por el teorema de Riemann-Roch [Gr], cuando Qs ∩ Cs es lisa (en todo
P3C), es una curva Es de ge´nero 4, la cua´drica Qs tiene dos reglajes, que da
lugar a dos estructuras trigonales en Es; cada reglaje es una familia de rectas
que recubre a Qs. Adema´s cumplen las siguientes propiedades:
Dos rectas del mismo reglaje se cruzan.
Un recta de un reglaje corta a todas las rectas del otro reglaje.
Por todo punto de la cua´drica Qs , pasa una recta de cada reglaje.
Figura 1.1: Cua´drica Qs
Las estructuras trigonales en Es = Qs ∩ Cs, provienen de proyectar la
cua´drica Qs sobre una recta `, de uno de los reglajes siguiendo la direccio´n
del otro reglaje.
Figura 1.2: Pr ∈ `r ∩ `
Para cada punto Pr ∈ `, con coordena r en `, tenemos una recta `r del otro
reglaje que pasa por el punto Pr. Parametrizando la recta `r con coordenada
α;
`r : Pr + αvr
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donde α ∈ C (o bien P1C), las coordenadas (r, α) son coordenadas va´lidas en
la cua´drica Qs, ya que Qs menos sus puntos del infinito, vive en el espacio
af´ın A3C con coordenadas x, y, z, pero podemos parametrizar Qs por las coor-
denas afines α y r .
Es = Qs ∩ Cs tiene un morfismo de grado 3 sobre P1C, definido por la
proyeccio´n de Qs sobre la recta ` en la direccio´n de las `r.
Figura 1.3: Es = Qs ∩ Cs
As´ı obtenemos el morfismo:
Es
3:1−→ ` ∼= P1C
Las ramificaciones posibles son: Pr tal que la recta `r corta a Cs en un
punto doble y uno simple, o bien, en un punto triple.
Los valores de s tal que Es −→ ` tiene algu´n punto triple forman un
cerrado de Zariski en {s ∈ C}.
La Fo´rmula de Hurwitz aplicada sobre un valor de s ∈ C, donde no hay
puntos triples implica que el morfismo Es −→ P1C tiene 12 puntos dobles.
Lo que significa que estos 12 valores de r (12 puntos Pr ∈ `) definen
rectas.




Llamaremos curva de ramificacio´n a R con α ∈ C o P1C tal que al restringir
Qs(X : Y : Z : 1) a una recta aparece una ecuacio´n de grado 3 en α con
un cero doble. Al variar s ∈ C los 12 valores de r describen una curva en
R ⊂ `× C.
16
1.2. Forma normal de Clebsch del recubri-
miento trigonal
Denotamos por Pw al subconjunto abierto del producto sime´trico w-e´simo
de P1 que consiste en w-tuplas no ordenadas de puntos distintos en P1. Para
cualquier A ∈ Pw, tenemos
H(d,A)
el conjunto de clases de equivalencia de d-hojas de recubrimientos simple-
mente ramificados
f : C −→ P1 (1.1)
tales que la ramificacio´n de f es A. Recordemos que el recubrimiento (1.1) se
dice que es equivalente a un recubrimiento f ′ : C ′ −→ P1 si existe un isomor-
fismo φ : C −→ C ′ tal que f ′ ◦ φ = f . Denotaremos por [f ] la equivalencia
clase de f .
Recordemos el teorema fundamental de Riemann de existencia . Para ello,
tenemos que introducir algunas definiciones y notacio´n. Si G y H dos grupos,
Homext(G,H) = Hom(G,H)/ ∼ .
donde λ ∼ µ si existe h ∈ H tal que µ = hλh−1. Denotaremos por Sd el
grupo sime´trico en d letras. Ahora vamos a A = {a1, · · · , aw} es un elemento
de Pw y elegir un punto base y ∈ P1 − A. Se define un sistema esta´ndar de










Figura 1.4: Sistema esta´ndar de generadores
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Se define la representacio´n de monodromı´a
φ(f) : pi1(P1 r A, y) −→ [grupo de permutaciones de f−1(y)]
mediante la asignacio´n a cada lazo σ en P1rA con un punto base en y para
la permutacio´n de f−1(y) que se obtiene asociando a cada punto x de f−1(y)
el punto final del levantamiento u´nico σ−1 que tiene un punto inicial en x.
La numeracio´n de los puntos de f−1(y) da una identificacio´n entre el grupo
de permutaciones de f−1(y) y Sd, cano´nica hasta automorfismos internos de
Sd. Por lo tanto, la representacio´n de monodromı´a induce una aplicacio´n
bien definida
φ : H(d,A) −→ Homext(pi1(P1 r A, y),Sd), (1.2)
obtenidas por la asociacio´n a todos los elementos [f ] de H(d,A) la clase de
φ(f). Comprendido esto, podemos establecer la siguiente instancia especial
de Teorema de Riemann de existencia.
Teorema 1. (Teorema de Riemann de existencia). La aplicacio´n (1.2) es
inyectiva. Por otra parte, la imagen de la figura 1.4 se compone de las clases
que son inducidos por representaciones irreducibles ξ tal que
ti = ξ(σi), i = 1, · · · , w,
es una transposicio´n, y
∏
ti = 1.
Que ti es una transposicio´n es un reflejo del hecho de que se trata de
recubrimientos simples. En conclusio´n, a trave´s de φ, podemos identificar
H(d,A) con el conjunto
Gd,w =
 conjunto de clases de conjacio´n {t1, · · · , tw} dew tuplas de transposiciones tal que ∏ ti = 1 y t1, · · · , tw







Vamos a llamar a H(d, w) el espacio de Hurwitz de tipo (d, w). Se des-
prende de la construccio´n que hay, sobre el espacio de Hurwitz, una familia
d-hojas de recubrimiento simple, en el sentido siguiente.
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de tal manera que, para cada s ∈ H(d, w), la fibra ψ−1(s) = Xs es una curva
lisa.
Por otra parte,
Fs = F |Xs : Xs −→ P1
es un recubrimiento de d-hojas con ramificacio´n simple que cubre de tal
manera que [Fs] = s. Es evidente que, por la fo´rmula de Riemann-Hurwitz,
Xs es una curva de ge´nero g, donde
w = 2g + 2d− 2.
En esta memoria vamos a discutir el caso de recubrimientos de grado
d = 3 (trigonales) de curvas de ge´nero 4 a P1C. Por la fo´rmula de Riemann-
Hurwitz tales recubrimientos tienen
w = 2 · 4 + 2 · 3− 2 = 12
puntos de ramificacio´n.
Sea C4 −→ P1C morfismo trigonal con 12 puntos de ramificacio´n simple,
se instala un sistema de caminos cualquiera. Los sistemas esta´ndar de gene-
radores y monodromı´a definida por cada uno de ellos que hemos discutido de
manera general anteriormente. Para el caso de estos recubrimientos trigonales
de ge´nero 4 definimos:
Definicio´n 1. Llamamos Sistema esta´ndar de generadores, o simplemen-
te, Sistema de Caminos al conjunto de lazos con punto base z0, disjuntos
dos a dos, formados por caminos que van de z0 a cada valor de ramifica-
cio´n z1, · · · , z12, un lazo que da la vuelta al punto de ramificacio´n en sentido








Figura 1.5: Sistema de Caminos
Definicio´n 2. La monodromı´a del recubrimiento trigonal C4
ρ−→ P1C, ρ :
pi1(P1C r {z1, · · · , z12}, z0) −→ S3 = {permutaciones de {1, 2, 3}}. se defi-
ne cada lazo k que empieza y acaba en z0, al intercambio de las 3 hojas de p
que sucede al desplazarlas sobre k.
Las monodromı´as ρ(k1), · · · , ρ(k12) son transposiciones de dos elementos
ρ(k1) = (a, b), ρ(k2) = (a2, b2), · · · , ρ(k12) = (a12, b12), donde ai, bi ∈ 1, 2, 3
so´lo han de cumplir que:
ρ(k1) · ρ(k2) · ... · ρ(k12) = Id
(Rodear a todos los puntos cr´ıticos es homo´topo al camino constante).
El sistema de caminos para un divisor de ramificacio´n {z1, · · · , z12} y un
punto base z0 dado no es u´nico. Hurwitz demostro´ que se pueden obtener to-
dos los sistemas de caminos y monodromı´as posibles mediante la composicio´n
de movimeintos de Hurwitz:
Definicio´n 3. Movimiento de Hurwitz en un sistema de caminos; es el sis-
tema de caminos que se obtiene al tomar dos lazos consecutivos en el sistema
de caminos, hacer que los puntos de ramificacio´n se intercambien siguiendo
su generador del grupo de trenzas (ve´ase seccio´n 1.5) y moviendo de manera





(a, b) (b, c) k˜2
(a, c) (b, c)






Figura 1.6: Movimiento de Hurwitz
La figura 1.6 demuestra el siguiente lema:
Lema 1. Sea una parte del sistema de caminos en un recubrimiento trigonal,
tal que:
Monodromı´a de k1: ρ(k1) = (a, b)
Monodromı´a de k2: ρ(k2) = (b, c)
Al hacer el movimiento de Hurwitz en dos valores de ramificacio´n indi-
cados en la figura 1.6, los caminos k˜1, k˜2 son:
k˜1 = k2,
k˜2 = k2 · k1 · k−12
y las nuevas monodromı´as en el grupo sime´trico son:
ρ(k˜1) = ρ(k2) = (b, c)
ρ(k˜2) = ρ(k2) · ρ(k1) · ρ(k−12 ) = (a, c).
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Teorema 2. (Clebsch, Hurwitz) ([Hur], ver [ACG2],pag. 859).
Aplicando sucesivos movimientos de Hurwitz al sistema de caminos original
escogido para el recubrimiento trigonal C4 −→ P1C, podemos acabar obtenien-
do un sistema de caminos {k]1, k]2, · · · , k]12} en que las monodromı´as sean:
ρ(k]1) = (a, b), ρ(k
]
2) = (a, b), ρ(k
]
3) = (b, c), · · · , ρ(k]12) = (b, c)
donde {a, b, c} = {1, 2, 3} en algu´n orden.
Cambiando despue´s la numeracio´n asignada a las hojas, es decir:
La hoja a pasa a ser la hoja 1
La hoja b pasa a ser la hoja 2
La hoja c pasa a ser la hoja 3
La monodromı´a pasa a ser:
ρ(k]1) = (1, 2), ρ(k
]
2) = (1, 2), ρ(k
]
3) = (2, 3), · · · , ρ(k]12) = (2, 3)
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1.3. Familia de Curvas de Ge´nero 4
Sea Es −→ B una familia de curvas de ge´nero 4, no hiperel´ıpticas sobre




Como un Es gene´rico tiene dos estructuras trigonales, hay que hacer un















Ramificado en s ∈ B tal que det(Qs) = 0, y B˜ = {(s,Φ)upslopes ∈ B,Φ =
estructura trigonal en Es}.
La nueva familia permite pegar los recubrimientos trigonales de las fibras













Donde Y es la familia de P1C sobre B˜ , de manera que,
Φ : E˜s −→ Ys ∼= P1C
es un recubrimiento trigonal de, Es a P1C . Si dimB = 1 , B˜ es una curva e
Y es una superficie reglada.
La superficie reglada Y −→ B˜ trivializa sobre la base B˜ porque e´sta es
cuasiproyectiva. Por lo tanto Y ∼= B˜ × P1C. De esta manera, para cada s ∈ B˜
obtenemos un divisor efectivo de grado 12, Rs ⊂ P1C, formado por los 12
puntos de ramificacio´n del morfismo trigonal Es −→ P1C.
Estos puntos definen el divisor de ramificacio´n R ⊂ Y = B˜ × P1C, y
una aplicacio´n clasificante
Φ : B˜ −→ (P12 r∆)
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donde el espacio de llegada son los divisores efectivos de grado 12 en P1C, y ∆
es la diagonal generalizada, de manera que P12r∆ son las 12-plas de puntos
diferentes no ordenados en P1.
Para facilitar el ulterior ca´lculo informa´tico, restringimos la familia origi-
nal E −→ B para eliminar las fibras que tengan punto de ramificacio´n en el
infinito. Entonces obtenemos aplicacio´n clasificante
Φ : B˜ −→ C12 r∆
Y si restringimos nuevamente la familia E −→ B para retirar las fibras
con ramificacio´n no simple, obtenemos a veces el vac´ıo, pero en el caso ge´ne-
rico, una nueva familia que tambie´n denotaremos E −→ B y que define la
versio´n que usaremos de la aplicacio´n clasificante:
Φ : B˜ −→ C12 r∆
Aqu´ı ∆ = diagonal generalizada de C12 y C12 r∆ = {12-plas de puntos
diferentes no ordenados en C}. Como estos espacios son asfe´ricos, la clase de
homotop´ıa de la aplicacio´n clasificante queda determinada por el morfismo
de grupos fundamentales.
pi1(Φ) : pi1(B˜, s0) −→ pi1(C12 r∆)
Como explicaremos en la seccio´n 1.5 el grupo fundamental de llegada es
el grupo de trenzas de Artin.
El grupo pi1(B˜, s0) es libre, finito generado, por ejemplo por un sistema
de caminos como los usados en la seccio´n 1.2.
La aplicacio´n pi1(Φ) es una monodromı´a de trenzas.
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1.4. Monodromı´a en el Grupo Fundamental















Al mover el punto s ∈ B˜ podemos mover los recubrimientos trigonales
E˜s
Φs−→ P1C




en si mismo, este morfismo es la monodromı´a geome´trica (ver [Mo1]) a lo
largo del camino γ. Esta´ definida mo´dulo isotop´ıa.
Figura 1.7: Monodromı´a a lo largo del camino γ
Los 12 puntos de ramificacio´n del morfismo trigonal de E˜γ(t) en P1C, descri-
ben una trenza en P1C, al recorrer todo el camino γ(t), esta trenza determina
toda la monodromı´a de la familia.
Sea S12 el grupo de permutaciones de 12 elementos. En cada Yb = p
−1(b) ∼=
P1C hay 12 valores de ramificacio´n distinguidos {r1, · · · , r12} (los de Eb 3:1−→
Yb).
Al mover el punto b siguiendo un lazo en B˜, estos 12 valores regresan
sobre ellos mismos, intercambiados. Obtenemos as´ı una monodromı´a,
p : pi(B˜, b) −→ S12
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Por otra parte al mover el punto b ∈ B˜ siguiendo un lazo γ : [0, 1] −→
B˜ tal que γ(0) = b = γ(1) los 12 puntos de ramificacio´n del morfismo
Eγ(t) −→ P1C se mueven en p−1(γ([0, 1])) ∼= P1C × γ([0, 1]) y describen ca-
minos r1(t), · · · , r12(t) en P1C . Estos 12 caminos forman una trenza de 12
valores en la esfera de Riemann P1C. Entonces tenemos un movimiento.
Figura 1.8: trenza de 12 valores
Si restringimos B˜ a los valores de b en los que las trenzas se mantienen
apartadas del infinito, obtendremos una representacio´n de monodromı´a,
p : pi(B˜, b) −→ B12
donde B12 es el grupo de trenzas en 12 hebras de C, subgrupo del grupo
fundamental de automorfismos exteriores del grupo libre en 12 generadores
F12 = pi1(C\{12 puntos}).
Y como Eγ(t) −→ p−1(γ(t)) ∼= P1C es un recubrimiento 3 : 1 ramifica-
do en r1(t), · · · , r12(t), a partir de la trenza que describe el movimiento de
r1(t), · · · , r12(t), podemos deducir co´mo var´ıa la curva Eγ(t) y su grupo fun-
damental para t ∈ [0, 1] (ver [Mo2], [Sti], [Za]).
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1.5. El Grupo de Trenzas
Calculamos la monodromı´a en el grupo fundamental de Es a partir del
recubrimiento 3 : 1 de E −→ P1C, con 12 puntos de ramificacio´n y el grupo
B12 de trenzas de 12 hebras en C.
El grupo de trenzas de 12 hebras en C es:
Definicio´n 4. Sea el grupo presentado con generadores σ1, σ2, · · · , σn−1, para
todo n ≥ 2, sujetos a las siguientes relaciones:
σiσj = σjσi, |i− j| > 1,
σiσjσi = σjσiσj, |i− j| = 1,
Definicio´n 5. Sea el espacio de configuracio´n de n puntos en el plano com-
plejo, para todo n ≥ 2:
Cn r∆ = {(z1, · · · , zn) ∈ C× · · · × C|zi 6= zj, para i 6= j}
Un punto en Cn r ∆, es denotado por un vector ~z = (z1, · · · , zn). El
grupo sime´trico actu´a libremente en Cn r∆ permutando las coordenadas en
cada ~z ∈ (Cn r∆). El espacio de o´rbitas de la accio´n es (Cn r∆)upslopeΣn y la
proyeccio´n al espacio de o´rbitas es τ : (Cn r∆) −→ (Cn r∆)upslopeΣn.
Elegimos un punto base ~p = (p1, · · · , pn), y tomamos el grupo fundamental
pi1((Cn r∆)upslopeΣn, τ(~p)).
Definicio´n 6. Sea Fn = pi1(C r {1, 2, · · · , n}, ∗) el grupo libre sobre un
conjunto de n generadores x1, ..., xn para un entero fijo n ≥ 2, y sea Aut(Fn)
el grupo de automorfismos de Fn. Sea el subgrupo de Aut(Fn) compuesto por
los automorfismos σ en Fn que cumplen las siguientes condiciones:
σ(xi) = Ajxτ(i)A
−1
i para 1 ≤ i ≤ n
y
σ(x1 · · ·xn) = x1 · · ·xn
donde τ es una permutacio´n de 1, · · · , n y los Ai, Ai ∈ Fn, y so´lo dependen
de los ı´ndices i, j respectivamente.
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Teorema 3. Los tres grupos definidos en las definiciones 4,5,6 para el mismo






Figura 1.9: Generador σi (vista frontal)
i 121 i+ 1
Figura 1.10: Generador σi (vista cenital)
Siguiendo esta definicio´n establecida por Emil Artin, el grupo de trenzas
con n=12 hebras tiene generadores: σ1, σ2, · · · , σ11, y relaciones:
σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 para i = 1, 2, · · · , 10
σiσjσi = σjσiσj, |i− j| = 1.
Por teorema de Dehn-Nielsen-Baer (ver [FM]) para una superficie to-
polo´gica compacta conexa C4 de ge´nero g, M(g, 0) ∼= Out+(pi1(Cg, ∗)), es
decir, que el grupo de difeomorfismos de C4 mo´dulo isotop´ıa diferenciable es
isomorfo al grupo de automorfismos exteriores del grupo fundamental pi1C4.
Esto significa que la monodromı´a en el grupo de trenzas de los recu-
brimientos C4 −→ P1C determina la monodromı´a geome´trica y en el grupo
fundamental.
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Los puntos de ramificacio´n de los recubrimientos trigonales que estudia-
mos se mueven en esferas de Riemann. Por ello debemos introducir las trenzas
esfe´ricas.
Definicio´n 7. El espacio de configuracio´n de n puntos en la esfera S2 ∼= P1C
para n ≥ 2 es
Pn r∆ = {(z1, · · · , zn) ∈ P1C|zi 6= zj para todo i 6= j}upslopeSn
donde el cociente Sn indica que no nos importa en que orden aparecen los
puntos en la n-pla. El grupo de trenzas esfe´rico de n hebras (n ≥ 2) es
B˜n = pi1(Pn r∆, ∗)
El grupo de trenzas esfe´rico admite los mismos generadores σ1, · · · , σ11
que el grupo de trenzas de Artin cla´sico. El u´nico cambio es que la comple-
tacio´n P1C = C∪{∞} introduce una nueva relacio´n en la presentacio´n de B˜n.
Teorema 4. El grupo de trenzas B˜n de la 2-esfera S
2 admite una presenta-
cio´n con generadores σ1, · · · , σn−1 y las relaciones:
σiσj = σjσi si |i− j| ≥ 2, i ≤ i, j ≤ n− 1
σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 1 ≤ i ≤ n− 2




Singular (ver [Sin]) es un sistema de a´lgebra computacional para el ca´lculo
de polinomios, con especial e´nfasis en a´lgebra conmutativa, geometr´ıa alge-
braica, y la teor´ıa de singularidades. Es gratuito y de co´digo abierto bajo la
licencia GNU General Public Licence. Su objeto principal de co´mputo son:
ideales, mo´dulos y matrices de ma´s de un gran nu´mero de anillos de base.
Estos incluyen:
Anillos de polinomios sobre los cuerpos y algunos anillos (incluidos los
nu´meros enteros),
Localizaciones de los anteriores.
Una clase general de a´lgebra no conmutativa (incluido el a´lgebra exte-
rior y el a´lgebra de Weyl),
Anillos cociente de los anteriores,
Productos tensoriales de los anteriores.
Singular se maneja con algoritmos fundamentales:
Bases de Gro¨bner. bases esta´ndar y resoluciones libres,
Factorizacio´n de polinomios,
Resultantes, conjuntos caracter´ısticos, y encontrar raices nume´ricas.
El programa Singular, con sus algoritmos ba´sicos, proporciona soporte a
librerias para la resolucio´n de problemas ma´s especializados de la Geometr´ıa
Algebraica.
Singular esta´ desarrollado bajo la direccio´n de Wolfram Decker, Gert-
Martin Greuel, Pfister Gerhard, y Hans Scho¨nemann, quienes conforman la
cabeza principal de Singular, equipo de desarrollo en el Departamento de
Matema´ticas de la Universidad de Kaiserslautern.
El lector puede hallar una introduccio´n al uso de Singular para ca´lculos
t´ıpicos de A´lgebra conmutativa y Geometr´ıa Algebraica en [DL].
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Cap´ıtulo 2
Monodromı´a de la Familia
Universal de Curvas Trigonales
2.1. La familia universal de Clebsch-Hurwitz
Sea H3, 4 el espacio de Hurwitz de los recubrimientos φ : C −→ P1C de
grado 3, con g(C) = 4 y la ramificacio´n simple (presentado en la seccio´n 1.2).
El env´ıo de cada φ a sus 12 valores de ramificacio´n define una aplicacio´n
holomorfa
r : H3, 4 −→ P12 r∆ =
{
12-plas de puntos diferentes
ordenados en P1C
}
Esta aplicacio´n de ramificacio´n tiene grado el nu´mero de Hurwitz h4 ; 2, 1.
Si fijamos una fibra base gene´rica {1, 2, 3, · · · , 12} ∈ C12r∆ ⊂ P12r∆, la
fibra r−1({1, 2, 3, · · · , 12}) es un conjunto discreto, que corresponde a todas









tales que (a1, b1), · · · , (a12, b12) = Id ∈ S3 mo´dulo conjugacio´n global en S3
(ve´ase seccio´n 1.2 y [ACG2] pag. 859).
El grupo fundamental de la base del morfismo de ramificacio´n r es
pi1(P12 r∆, {1, 2, 3, · · · , 12}) ∼= B˜12
(las trenzas esfe´ricas de 12 hebras, ve´ase la seccio´n 1.5).
Escogamos el elemento {C1 −→ P1C} ∈ r−1{1, 2, 3, · · · , 12} dado por to-
mar como sistema de caminos el de la figura 2.1, y por monodromı´a la forma
normal de Clebsch-Hurwitz con
p(γ1) = p(γ2) = (1, 2), p(γ3) = · · · = p(γ12) = (2, 3)














la seccio´n 1.3 podemos hallar siempre una conjucacio´n topog´ıa que lleve al
recubrimiento Es0 −→ P1C a esta forma normal de Clebsch-Hurwitz. Esta
conjugacio´n puede hallarse de manera efectiva, calculando la monodromı´a en
el grupo sime´trico de una aran˜a de Voronoi con las te´cnicas anal´ıticas des-
critas en los cap´ıtulos 3 y 4, operando por sucesivos movimientos de Hurwitz
(ve´ase seccio´n 1.2) para llevar el sistema de caminos a la forma normal.
Como la familia (2.1) es globalmente una familia de recubrimientos trigo-
nales, todo camino cerrado en pi1(B˜, s0) nos devuelve a la curva E˜s0 −→ P1C
de partida.
Esto significa que, en la accio´n de pi1(P12 r∆, {1, 2, 3, · · · , 12}) ∼= B˜12 en
r−1({1, 2, 3, · · · , 12}) nos va a interesar el estabilizador Stab {C1 −→ P1C} del
recubrimiento normal de Clebsch-Hurwitz C1 −→ P1C, osea, los cambios de
pi1(P12r∆, {1, 2, 3, · · · , 12}) ∼= B˜12 tales que el transporte paralelo del recu-
brimiento trigonal C1 −→ P1C y no a un recubrimiento con otra monodromı´a
en el grupo sime´trico.
Proposicio´n 1. Sean σ1, · · · , σ11 los generadores esta´ndar del grupo de tren-
zas B12y del grupo de trenzas esfe´ricas B˜12. Tenemos una inclusio´n:
< σ1, σ
3
2, σ3, · · · , σ11 >⊆ Stab {C1 −→ P1C} ⊂ B˜12
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Demostracio´n:











Por el lema 1, seccio´n 1.2, el efecto del movimiento de Hurwitz dado por
un generador σi aplicado a un sistema de caminos es que la transposicio´n
que estaba en posicio´n (i + 1) pasa a estar en posicio´n i, y la que estaba en
posicio´n i se conjuga por la que estaba en posicio´n (i+ 1) y pasa a estar en
posicio´n (i+ 1).
La aplicacio´n de este lema muestra inmediatamente que σ1, σ3, · · · , σ11
dejan invariante la monodromı´a del sistema de caminos de la presentacio´n
de Clebsch-Hurwitz.
Cuando aplicamos σ2 pasamos de tener una lista de monodromı´as {(1, 2),
(1, 2), (2, 3), · · · , (2, 3)} a tener {(1, 2), (2, 3), (1, 3), (2, 3), · · · , (2, 3)}. Pero apli-
car 3 veces el movimiento de Hurwitz σ2 restaura la forma de Clebsch-Hurwitz
original. 
El subgrupo detectado de Stab{C1 −→ P1C} tiene intere´s notable.
Conjetura 1. Stab C1 =< σ1, σ
3
2, σ3, · · · , σ11 > Pero la demostracio´n de
esta conjetura se ha revelado un problema dif´ıcil de la teor´ıa de grupos.




asociado al subgrupo Stab {C1 −→ P1 ⊂ B˜12 = pi1(P12 r∆, {1, 2, · · · , 12}).
Si tomamos el pullback del morfismo de ramificacio´n de Hurwitz por este




















tenemos ahora que pi1(M˜, {1, 2, · · · , 12}) = Stab C1, por lo tanto
Proposicio´n 2. Existe una seccio´n
s : M˜ H˜//
que induce biholomorfismo entre M˜ y su imagen S(M˜) ⊂ H˜.





donde pi−1(C −→ P1C) = C (cada punto z ∈ H3,4 corresponde a un recubri-
miento de P1C), pi−1(z) es la curva que recubre a P1C).
Podemos hacer las operaciones de pullback de la familia C por el recu-
brimiento c : M˜ −→ P12 r∆, ma´s restriccio´n a la seccio´n s(M˜):















































Definicio´n 8. La familia universal de Clebsch-Hurwitz de grado 3 y
ge´nero 4 es la familia
C˜ = ν · (c · C) −→ M˜ ∼= s(M˜)
Esta familia tiene una propiedad heredada inmediatamente de la familia
de Hurwitz:
Proposicio´n 3. Existe un morfismo φ, 3 : 1


















que hace conmutativo el diagrama anterior, y tal que para todo z ∈ M˜
C˜2 −→ {z} × P1C ∼= P1C es el recubrimiento de Hurwitz asociado a C˜2.
Demostracio´n:
Esta propiedad es consecuencia inmediata de la propiedad ana´loga para
la familia de Hurwitz

















([ACG2]), que se conserva por pullbacks. 
La segunda propiedad que esta familia heredada de la familia de Hurwitz
C −→ H3,4 es una propiedad de universalidad mo´dulo conjugacio´n topolo´gica
ma´s sofisticada.
Teorema 5. Sea










una familia holomorfa de recubrimientos trigonales, tal que para todo s ∈ B˜,
E˜s tiene ge´nero 4, y E˜s −→ C1 es recubrimiento trigonal con ramificacio´n
simple en 12 puntos. Entonces:
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Si el recubrimiento E˜s0 −→ P1C tiene por valores de ramificacio´n {1, 2, · · · , 12} ⊂
P1C, existe una aplicacio´n clasificante Y : B˜ −→ M˜ tal que la familia
E˜ −→ B˜ es pullback de la familia universal de Clebsch-Hurwitz por la
aplicacio´n ϕ.
Si fijamos un punto base s0 ∈ B˜ cualquiera, y una forma normal de
Clebsch-Hurwitz para el recubrimiento B˜s0 −→ P1C ramificado en la
12-pla R(s0) existe un difeomorfismo h : P1C −→ P1C que lleva la 12-
pla R(s0) a {1, 2, · · · , 12} preservando la forma normal de Clebsch-
Hurwitz, y de manera que el pullback
E] = (Id× h)∗E˜ B˜

















define una aplicacio´n clasificante holomorfa ϕ : B˜ −→ M˜ tal que E] ∼=
ϕ ∗ C˜ (E∗ es pullback por biholomorfismo de la familia universal de
Clebsch-Hurwitz).
Demostracio´n:
(i) Si el recubrimiento trigonal E˜s0 −→ P1C tiene ramificacio´n en {1, 2, · · · , 12},
existe un sistema de generadores para pi1(rP1C r {1, 2, · · · , 12}, ∗) tal
que el recubrimiento trigonal tiene la monodromı´a de Clebsch-Hurwitz
(ve´ase seccio´n 1.2).
Como la aplicacio´n de ramificacio´n
B˜ P12 r∆//
r
es holomorfa, esta aplicacio´n levantara´ como aplicacio´n holomorfa al
recubrimiento M˜ −→ P1C si y so´lo si, la imagen r∗(pi1(B˜, s0)) esta´ con-
tenida en pi1(M˜) = Stab C1 ⊂ pi1P12 r∆.
Como la familia

















es de recubrimientos trigonales, si tomamos un lazo γ : (S1, 1) −→
(B˜, s0) la familia de curvas E˜γ(t) −→ γ(eit) ∈ γ(S1) es localmente
trivial con E˜γ(0) ∼= E˜γ(1). De hecho, por el teorema de Ehresman (ve´ase
seccio´n 1.2) en versio´n relativa, se tiene una familia topolo´gicamente












con el divisior de ramificacio´n r(γ(t)) variando de manera localmente
trivial.
Al hacer trasporte paralelo del divisor r(γ(t)) para eit ∈ S1 acabamos
regresando al divisor de partida: r(γ(1)) = r(γ(0)). (ya que γ(1) =
γ(0)). Ahora podemos aplicar el sistema de generadores de pi1(P1C) r
{1, 2, · · · , 12}, ∗) que ten´ıamos de partida a la curva E˜γ(1) ∼= E˜γ(0).
Como es la misma curva, y usamos el mismo sistema de generadores,
obtenemos de vuelta que E˜s0 −→ P1C es el recubrimiento normal de
Clebsch-Hurwitz de partida.
Por lo tanto, para toda clase γ ∈ pi1(B˜, s0) la monodromı´a sobre γ es-
tabiliza la curva C −→ P1C, y la aplicacio´n clasificante B˜ −→ P12 r∆
levanta a M˜ .
Una vez tenemos la aplicacio´n clasificante B˜ −→ M˜ ∼= s(M˜) ⊂ H3,4
obtenemos que la familia sobre B˜ es pullback de la familia universal
sobre H3,4.
























(ii) En el caso en el que la 12-pla de valores de ramificacio´n de E˜s0 −→ P1C
no sea la {1, 2, · · · , 12} sino otra r(s0). Tenemos el sistema de caminos
generadores de pi1(P1 r r(s0), ∗) la monodromı´a de Clebsch-Hurwitz.
Existe un difeomorfismo que lleva r(s0) a {1, 2, · · · , 12} y este sistema
de caminos al esta´ndar adoptado para definir C1 −→ P1C.
Este difeomorfismo no tiene por que´ conservar la monodromı´a en el
















El pullback por Id × h de E˜ −→ B˜ × P1C extiende este difeomorfismo
a uno de las familias E] ∼=e∞ E˜, y la familia E] −→ B˜ cumple las
hipo´tesis del caso (i) en s0. 
2.2. Monodromı´a de la familia universal de
Clebsch-Hurwitz de curvas trigonales de
ge´nero 4
Partimos de la familia universal de Clebsch-Hurwitz C˜ −→ M˜ hallada en
la seccio´n anterior. Como toda familia de recubrimientos trigonales de ge´nero
4
















es pullback de esta familia universal mo´dulo una posible conjugacio´n topolo´gi-
ca del ca´lculo de la monodromı´a en el grupo fundamental de esta familia, para
una seleccio´n particular de punto base obtenemos:
la monodromı´a en el mapping class group M(4, 0) = Out(pi1(C4, ∗)) pa-
ra cualquier familia de recubrimientos trigonales de ge´nero 4, ya que el
valor de cada monodromı´a enOut(pi1(C4, ∗)) = Aut pi1(C4, ∗)upslopepi1(C4, ∗)
es independiente del punto base escogido.
la monodromı´a en el grupo fundamental de una familia trigonal de
curvas de ge´nero 4, tal que el punto base escogido sea pullback del
selecionado en la demostracio´n del teorema, va el morfismo clasificante.
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la monodromı´a en el grupo fundamental de cualquier familia trigonal
de curvas de ge´nero 4, si conseguimos determinar adema´s el camino
trazado por la seccio´n punto base escogida una vez transportada a la
familia universal por el difeomorfismo Id× h del teorema 5 anterior.
Asumiremos en esta seccio´n la conjetura de 2.1 de que Stab C1 =<
σ1, σ
3
2, σ3, · · · , σ11 >⊆ B˜12. Si esta conjetura es cierta, tendremos la
monodromı´a completa de la familia universal de Clebsch-Hurwitz. Si
la conjetura es falsa, como se ha demostrado en la proposicio´n que
< σ1, σ
3
2, σ3, · · · , σ11 >⊆ Stab C1 las monodromı´as aqu´ı calculadas son
correctas, y para tener una descripcio´n completa de la monodromı´a
geome´trica y en el grupo fundamental de la familia universal de Clebsch-
Hurwitz de ge´nero 4 bastara´ con an˜adir a los ca´lculos del teorema 4,
el ca´lculo de la monodromı´a de los nuevos caminos generadores que
puedan aparacer de Stab C1.
El resultado es:
Teorema 6. Sea pi1(C4, p) = 〈a1, a2, a3, a4, b1, b2, b3, b4|[a1, b1] · · · [a4, b4] = 1〉,
la presentacio´n del grupo fundamental de la superficie de ge´nero 4 indicada
en la figura 2.3, y p : C4 −→ P1C ∼= S2 la proyeccio´n trigonal con 12 puntos





























Figura 2.3: R, G, B describen las tres hojas del recubrimiento a C4 −→ P1C
ramificado en {1, 2, · · · , 12}.
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La accio´n de monodromı´a del grupo de trenzas B12 en pi1(C4, p) definida
por este recubrimiento es la indicada en las siguientes tablas:
σ1 σ
3





































































Las casillas en blanco significan que el lazo ha quedado invariante por la
monodromı´a de la correspondiente trenza.
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Demostracio´n:
Para calcular la accio´n de monodromı´a de B12 en pi1(C4, p) en la familia
universal trigonal:
Tomamos el recubrimiento trigonal p : C4 −→ P1C de la figura 2.1
Representamos en P1C = C∪{∞} las ima´genes de los caminos a1, · · · , a4,
a1, · · · , a4 que genera pi1(C4, P ). Indicamos los cambios de hoja del
camino imagen de la monodromı´a segu´n su color en C4 y el sistema de
cortes entre puntos de ramificacio´n generador a σ1, σ1, · · · , σ11.
Aplicamos la trenza σ a los puntos de ramificacio´n y al sistema de
cortes que definen el recubrimiento p : C4 −→ P1C. Obtenemos el camino
imagen c˜.
Se describe la trenza σ, y se regresa a C4 −→ P1C de partida. Volvemos,
si hace falta, al sistema de cortes original entre los puntos de ramifi-
cacio´n, y representamos aqui c˜. Estos caminos resultantes se levantan
al recubrimiento 3 : 1. Esta operacio´n esta´ bien definida porque la mo-
nodromı´a de σ es la identidad entorno al punto base de pi1(C4, P ), y
la hoja del recubrimiento en P , ma´s los cambios de hoja al cruzar los
cortes determinan el camino c˜ en C4.
Para cada camino que halla variado con la trenza, indicados caminos
a˜1, · · · , b˜4, imagen por monodromı´a en el sistema de cortes del recubri-
miento original p : C4 −→ P1C, los representamos en la superficie con la
presentacio´n en asas, por un so´lo color.
Pasamos de la representacio´n trigonal p : C4 −→ P1C a la presentacio´n
esta´ndar de C4 como superficie de cuatro asas (figura 2.4), cortamos las
asas donde pasa el camino imagen c˜ y deformamos hasta un pol´ıgono,
para luego hallar la palabra en los generadores originales a1, · · · , b4 de
la imagen del camino por la trenza.
Convenios:
1. Para cada trenza σ1, · · · , σ11 vamos a calcular so´lo la monodromı´a de
los caminos entre a1, · · · , b4 que intersequen al soporte del transporte
paralelo y la monodromı´a, dado que los caminos que no cortan a este
soporte no son movidos por la monodromı´a.
2. Anotamos al principio de cada figura del ca´lculo:
El generador σi del que calculamos la monodromı´a.
La imagen σ(aj) = a˜j o σ(bj) = b˜j que estamos calculando.
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En la figura 2.3 se ha asignado los colores rojo (R), verde (G) y azul (B)
en las 3 hojas del recubrimiento a P1C. Los caminos estudiados se concentran
en dos hojas, representados por los colores verde y azul. La hoja en la que
el color rojo representar´ıa algu´n camino, no tiene uso debido a la “forma
normal de Hurwitz” escogida para el recubrimiento a P1C.
Para estudiar la homotop´ıa que llevan los caminos a˜1, · · · , b˜4 imagen de
cada monodromı´a hasta una palabra en los generadores a1, · · · , a4, b1, · · · , b4
originales, deformamos la presentacio´n de la figura del enunciado (adaptada
al recubrimiento a una presentacio´n a la descomposicio´n de la figura en asas),
























Figura 2.4: Deformacio´n de C4 hasta su representacio´n topolo´gica estandar
como esfera con 4 asas.
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Monodromı´a de σ1: Es identidad fuera de un entorno tubular del camino
de 1 a 2. Todos los generadores de la representacio´n de pi1(C4, P ) evita este
entorno, como muestra la figura 2.6. Por lo tanto, la monodromı´a de σ1 es
Id en pi1(C4, P ).
Monodromı´a de σ32: Es identidad fuera de un entorno tubular del camino
de 2 a 3. Todos los generadores de la representacio´n de pi1(C4, P ) evita este
entorno, como muestra la figura 2.6. Por lo tanto, la monodromı´a de σ32 es

















Figura 2.5: Anti-ima´genes del sistema de cortes entre puntos de ramificacio´n
que definen las 3 hojas del recubrimiento. (hoja R = hoja 1, G = hoja 2, B
= hoja 3).
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Cada punto de ramificacio´n tiene dos anti-ima´genes en C4: una doble (ho-
jas R, G para 1 y 2, G y B para los dema´s puntos de ramificacio´n) y una
anti-ima´gen simple.
Cada corte entre 2 puntos de ramificacio´n tiene tres anti-ima´genes: dos
que separan las hojas en que se ramifican, una terecera que corresponde a la





















Figura 2.6: La presentacio´n escogida de pi1(C4, P ). No´tese como los genera-
dores de los cortes 12, 23 (sombreados en magenta).
Ahora queda por discutir la monodromı´a de los generadores σ3, · · · , σ11 en
la presentacio´n escogida de pi1(C4, ∗). Este es el resto de la prueba, calculando
la monodromı´a generador a generador.
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Figura 2.7: Movimiento de puntos de ramificacio´n segu´n la trenza σ y obten-
cio´n del camino imagen c˜.
La trenza σ provoca el giro de una semivuelta en sentido directo de los 2
puntos de ramificacio´n a los que afecta (vea´se figuras 1.9, 1.10).
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Figura 2.11: Deformacio´n de una asa de la superfice, en la que se muestra paso
a paso la homotop´ıa del camino imagen c˜ en una palabra en los generadores
originales a1, · · · , a4, b1, · · · , b4.
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Figura 2.12: Movimiento de puntos de ramificacio´n segu´n la trenza σ y ob-
tencio´n del camino imagen c˜.
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Figura 2.16: Deformacio´n de una asa de la superfice, en la que se muestra paso
a paso la conversio´n del camino imagen c˜ en una palabra en los generadores
originales a1, · · · , a4, b1, · · · , b4.
55
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
P
1 2 3 12
















Figura 2.17: Movimiento de puntos de ramificacio´n segu´n la trenza σ y ob-
tencio´n del camino imagen c˜.
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Figura 2.21: Deformacio´n de la asa 1 de la superfice, en la que se muestra


























































Figura 2.22: Deformacio´n de la asa 2 de la superfice, en la que se muestra






























































Figura 2.23: El camino imagen c˜ representado en las asas del pol´ıgono con los
generadores originales a1, · · · , a4, b1, · · · , b4. En la Asa 1, aplicamos simetr´ıa











































Figura 2.24: Representacio´n del camino imagen c˜ en el pol´ıgono con los gene-
radores originales a1, · · · , a4, b1, · · · , b4. La homotop´ıa final es la deformacio´n
de c˜ hasta el borde del pol´ıgono fundamental de C4.
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Figura 2.25: Movimiento de puntos de ramificacio´n segu´n la trenza σ y ob-
tencio´n del camino imagen c˜.
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Figura 2.29: Deformacio´n de la asa 1 de la superfice, en la que se muestra
































































Figura 2.30: Deformacio´n de la asa 2 de la superfice, en la que se muestra






























































Figura 2.31: El camino imagen c˜ representado en las asas del pol´ıgono con los
generadores originales a1, · · · , a4, b1, · · · , b4. En la Asa 1, aplicamos simetr´ıa











































Figura 2.32: Representacio´n del camino imagen c˜ en el pol´ıgono con los gene-
radores originales a1, · · · , a4, b1, · · · , b4. La homotop´ıa final es la deformacio´n
de c˜ hasta el borde del pol´ıgono fundamental de C4.
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Figura 2.33: Movimiento de puntos de ramificacio´n segu´n la trenza σ y ob-
tencio´n del camino imagen c˜.
72
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1210 11
1 3 4 5 6 7 9 1210 112 8
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1210 11 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1210 11




Asa 1 Asa 2





































































































































Figura 2.37: Deformacio´n de la asa 1 de la superfice, en la que se muestra



































































Figura 2.38: Deformacio´n de la asa 2 de la superfice, en la que se muestra
paso a paso la homotop´ıa del tramo de c˜.
77





























































Figura 2.39: El camino imagen c˜ representado en las asas del pol´ıgono con los
generadores originales a1, · · · , a4, b1, · · · , b4. En la Asa 1, aplicamos simetr´ıa











































Figura 2.40: Representacio´n del camino imagen c˜ en el pol´ıgono con los gene-
radores originales a1, · · · , a4, b1, · · · , b4. La homotop´ıa final es la deformacio´n
de c˜ hasta el borde del pol´ıgono fundamental de C4.
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Figura 2.41: Movimiento de puntos de ramificacio´n segu´n la trenza σ y ob-
tencio´n del camino imagen c˜.
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Figura 2.45: Deformacio´n de una asa de la superfice, en la que se muestra paso
a paso la conversio´n del camino imagen c˜ en una palabra en los generadores
originales a1, · · · , a4, b1, · · · , b4.
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Figura 2.46: Movimiento de puntos de ramificacio´n segu´n la trenza σ y ob-
tencio´n del camino imagen c˜.
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Figura 2.50: Deformacio´n de la asa 2 de la superfice, en la que se muestra































































Figura 2.51: Deformacio´n de la asa 3 de la superfice, en la que se muestra




























































Figura 2.52: El camino imagen c˜ representado en las asas del pol´ıgono con los
generadores originales a1, · · · , a4, b1, · · · , b4. En la Asa 2, aplicamos simetr´ıa










































Figura 2.53: Representacio´n del camino imagen c˜ en el pol´ıgono con los gene-
radores originales a1, · · · , a4, b1, · · · , b4. La homotop´ıa final es la deformacio´n
de c˜ hasta el borde del pol´ıgono fundamental de C4.
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Figura 2.54: Movimiento de puntos de ramificacio´n segu´n la trenza σ y ob-
tencio´n del camino imagen c˜.
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Figura 2.58: Deformacio´n de la asa 2 de la superfice, en la que se muestra



































































Figura 2.59: Deformacio´n de la asa 3 de la superfice, en la que se muestra



























































Figura 2.60: El camino imagen c˜ representado en las asas del pol´ıgono con los
generadores originales a1, · · · , a4, b1, · · · , b4. En la Asa 2, aplicamos simetr´ıa










































Figura 2.61: Representacio´n del camino imagen c˜ en el pol´ıgono con los gene-
radores originales a1, · · · , a4, b1, · · · , b4. La homotop´ıa final es la deformacio´n
de c˜ hasta el borde del pol´ıgono fundamental de C4.
100
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
P
1 2 3 12













Figura 2.62: Movimiento de puntos de ramificacio´n segu´n la trenza σ y ob-
tencio´n del camino imagen c˜.
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Figura 2.66: Deformacio´n de la asa 2 de la superfice, en la que se muestra


































































Figura 2.67: Deformacio´n de la asa 3 de la superfice, en la que se muestra




























































Figura 2.68: El camino imagen c˜ representado en las asas del pol´ıgono con los
generadores originales a1, · · · , a4, b1, · · · , b4. En la Asa 2, aplicamos simetr´ıa










































Figura 2.69: Representacio´n del camino imagen c˜ en el pol´ıgono con los gene-
radores originales a1, · · · , a4, b1, · · · , b4. La homotop´ıa final es la deformacio´n
de c˜ hasta el borde del pol´ıgono fundamental de C4.
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Figura 2.70: Movimiento de puntos de ramificacio´n segu´n la trenza σ y ob-
tencio´n del camino imagen c˜.
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Figura 2.74: Deformacio´n de una asa de la superfice, en la que se muestra paso
a paso la conversio´n del camino imagen c˜ en una palabra en los generadores
originales a1, · · · , a4, b1, · · · , b4.
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Figura 2.75: Movimiento de puntos de ramificacio´n segu´n la trenza σ y ob-
tencio´n del camino imagen c˜.
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Figura 2.79: Deformacio´n de la asa 3 de la superfice, en la que se muestra






























































Figura 2.80: Deformacio´n de la asa 4 de la superfice, en la que se muestra






























































Figura 2.81: El camino imagen c˜ representado en las asas del pol´ıgono con los
generadores originales a1, · · · , a4, b1, · · · , b4. En la Asa 3, aplicamos simetr´ıa










































Figura 2.82: Representacio´n del camino imagen c˜ en el pol´ıgono con los gene-
radores originales a1, · · · , a4, b1, · · · , b4. La homotop´ıa final es la deformacio´n
de c˜ hasta el borde del pol´ıgono fundamental de C4.
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Figura 2.83: Movimiento de puntos de ramificacio´n segu´n la trenza σ y ob-
tencio´n del camino imagen c˜.
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Figura 2.87: Deformacio´n de la asa 3 de la superfice, en la que se muestra





































































Figura 2.88: Deformacio´n de la asa 4 de la superfice, en la que se muestra






























































Figura 2.89: El camino imagen c˜ representado en las asas del pol´ıgono con los
generadores originales a1, · · · , a4, b1, · · · , b4. En la Asa 3, aplicamos simetr´ıa








































Figura 2.90: Representacio´n del camino imagen c˜ en el pol´ıgono con los gene-
radores originales a1, · · · , a4, b1, · · · , b4. La homotop´ıa final es la deformacio´n
de c˜ hasta el borde del pol´ıgono fundamental de C4.
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Figura 2.91: Movimiento de puntos de ramificacio´n segu´n la trenza σ y ob-
tencio´n del camino imagen c˜.
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Figura 2.95: Deformacio´n de la asa 3 de la superfice, en la que se muestra





































































Figura 2.96: Deformacio´n de la asa 4 de la superfice, en la que se muestra






























































Figura 2.97: El camino imagen c˜ representado en las asas del pol´ıgono con los
generadores originales a1, · · · , a4, b1, · · · , b4. En la Asa 3, aplicamos simetr´ıa








































Figura 2.98: Representacio´n del camino imagen c˜ en el pol´ıgono con los gene-
radores originales a1, · · · , a4, b1, · · · , b4. La homotop´ıa final es la deformacio´n
de c˜ hasta el borde del pol´ıgono fundamental de C4.
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Figura 2.99: Movimiento de puntos de ramificacio´n segu´n la trenza σ y ob-
tencio´n del camino imagen c˜.
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Figura 2.103: Deformacio´n de una asa de la superfice, en la que se mues-
tra paso a paso la conversio´n del camino imagen c˜ en una palabra en los
generadores originales a1, · · · , a4, b1, · · · , b4.
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Figura 2.104: Movimiento de puntos de ramificacio´n segu´n la trenza σ y
obtencio´n del camino imagen c˜.
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Figura 2.108: Deformacio´n de una asa de la superfice, en la que se mues-
tra paso a paso la conversio´n del camino imagen c˜ en una palabra en los
generadores originales a1, · · · , a4, b1, · · · , b4.
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Figura 2.109: Movimiento de puntos de ramificacio´n segu´n la trenza σ y
obtencio´n del camino imagen c˜.
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Figura 2.113: Deformacio´n de una asa de la superfice, en la que se mues-
tra paso a paso la conversio´n del camino imagen c˜ en una palabra en los





Para una curva E = Q ∩ C:
Llevamos la ecuacio´n de la cua´drica Q a la ecuacio´n reducida, para
luego hallar sus reglajes, en caso de que Q es lisa, tendra´ dos reglajes y
si Q es un cono, tendra´ un so´lo reglaje. La reduccio´n de la cua´drica se
hace por completacio´n de cuadrados y controla el rango de la cua´drica
que aparece.
Comprobamos si la interseccio´n de la cua´drica y la cu´bica es lisa, bus-
cando singularidades en la interseccio´n e identificando los puntos sin-
gulares. En caso liso, cortamos el reglaje con la cu´bica para hallar la
ramificacio´n del morfismo trigonal.
Para una familia 1-parame´trica de intersecciones Es = Qs∩Cs, realiza-
mos los ca´lculos anteriores correspondientes a familias 1-parame´tricas.
Si se detecta singularidad, crearemos una lista con los valores s para
los que se registra.
Hallamos el divisor de grado relativo 12 formado por los valores de
ramificacio´n.
Hallamos la ramificacio´n de la proyeccio´n del divisor de grado relativo
12, sobre el espacio de valores del para´metro.
Para realizar estos ca´lculos, hemos implementado una librer´ıa en Singu-
lar, con procedimientos espec´ıficos para las funciones anteriormente descritas,
excepto para el ca´lculo de la ramificac´ıon del divisor de grado 12 en familias
1-parame´tricas, que Singular no ha podido hacer debido a la complejidad
doble exponencial del ca´lculo con bases de Gro¨ebner.
Este u´ltimo ca´lculo, lo hemos realizado en Pari-GP, al ser un programa
que usa ca´lculo elemental. el resultado esperado se consiguio´ con e´xito.
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Lo descrito anteriormente se lleva a cabo utilizando la liber´ıa genero4.lib









Descripcio´n librer´ıa genero4.lib para Singular
QuadricReduction: recibe el polinomio que define a la cua´drica Q, aqui
se reduce por completacio´n de cuadrados el polinomio de Q a la for-
ma diagonal, entregando como resultado las matrices C (matriz del
cambio de base cano´nica a reducida),D (matriz diagonal de la forma
reducida),A (matriz de la cua´drica en base cano´nica).
ParamQuadricReduction: recibe el polinomio que define a la cua´drica
Q, analiza si la cua´drica Q es lisa o es un cono. Exporta el rango
del polinomio de la cua´drica Q, matrices A, C, D (como en el caso
anteriormente descrito).
ProjCutSing: recibe los polinomios de la cua´drica Q y cu´bica S, este
procedimiento busca singularidades de la interseccio´n en las distintas
cartas afines, si existe, entrega una lista de valores.
ParamProjCutSing: realiza el mismo procedimiento que ProjCutSing,
pero en el caso 1-parame´trico.
QuadricBranching: Trabaja en el anillo de polinomios complejo, recibe
el polinomio de la cu´bica S, halla los valores de ramificacio´n del mor-
fismo trigonal S ∩ Q −→ P1 (12 valores de ramificacio´n y para cada
uno; un punto doble y un punto simple). Devuelve los puntos de rami-
ficacio´n de dos maneras: en coordenadas (x, y, z) del espacio af´ın y en
coordenadas (a, r) de una parametrizacio´n de la parte af´ın de Q por
C2.
AVISO: Esta funcio´n puede no detectar los puntos dobles y dovolver
dos puntos simples con coordenadas casi ide´nticas en vez de uno doble.
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ConeBranching: como QuadricBranching pero devuelve puntos y valo-
res de ramificacio´n del morfismo trigonal de S ∩ Q en P1 dado por Q
que es un cono esta´ndar y sin u´nico reglaje.
ParamBranching: Corta la familia 1-parame´trica de cua´dricas con la de
cu´bicas y halla el divisor de grado relativo 12 formado por los valores
de ramificacio´n de la familia de recubrimientos trigonales.
cresultant: recibe dos polinomios f, g en un anillo complejo polinomial.
Calcula la resultante respecto de la variable indicada por el terecer
argumento h, y entrega el polinomio del determinante de la matriz re-
sultante. Este procedimiento es llamado en ConeBranching y en Qua-
dricBranching.
Programa de calculo con Pari-GP
Utilizamos el programa Pari-GP, para dos funciones de ca´lculo, estas son:
calculo ramif r verificacion.gp: Halla la ramificacio´n de la proyeccio´n
del divisor de grado relativo 12, obtenido del procedimiento Param-
Branching,
Desde aqu´ı llamamos al archivo que registra en formato texto el divisor,
con variables r, s, u, v, w, b, donde:
s es el para´metro de la familia 1-parame´trica.
r es la coordenada af´ın en P1C que contiene los valores de ramificacio´n.
u, v, w, b son las ra´ıces cuadradas necesarias para llevar la cua´drica a la
forma esta´ndar.
Sustituimos las variables u, v, w, b por 1, para dejar un polinomio al
menos con dos variables. Calculamos el discriminante que da exacta-
mente los valores de s para los que el divisor con variables r, s tiene
raices multiples.
Aqu´ı creamos la lista de los valores de s en los que hay ramificacio´n y
lo guardamos en un fichero texto leible por Matlab.
pol2matriu.gp: Lee el polinomio divisor r de la familia a estudiar,y lo
guarda como una matriz de coeficientes, creando un script de Matlab
en donde se resaliza el ca´lculo de monodromı´as.
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3.2. Listado de los programas del ca´lculo al-
gebra´ico
3.2.1. Listado de los programas de la librer´ıa gene-
ro 4.lib
////////////////////////////////////////////////////////////////////
version="$Id: genero4.lib,v 1.1 2011/05/18 $";
category="Algebraic Geometry";
info="
LIBRARY: genero4.lib procedures to compute canonical curves of
@* genus 4 as trigonal coverings of the projective line
AUTHOR: JAUME AMOROS, email: jaume.amoros@upc.edu
@* ISABEL BERNA, email: isbernaib@hotmail.com
KEYWORDS: genus 4 curves, trigonal coverings, family of curves,
@* quadric surfaces
PROCEDURES:
cresultant(poly, poly, poly resultant polynomial in a complex
@* ring
ConeBranching(poly) branching points of the trigonal
@ map from the intersection of a
@* cone and a cubic surface to the
@* projective line
QuadricBranching(poly) branching points of the trigonal
@ map from the intersection of a
@* smooth quadric and a cubic surface
@* to the projective line
QuadricReduction(poly) reduction of a quadric to diagonal
@* form
ProjCutSing(poly, poly) detects singularities in the inter-
@* section of a quadric and a cubic
@* surface
ParamProjCutSing(poly, poly) detects singularities in 1_parame-
@* ter intersection of cubics and
@* quadrics
ParamQuadricReduction(poly) reduction of a 1_parameter family
@* of quadrics to diagonal form
ParamBranching(poly, poly) branching divisor of a 1_parameter
@* family of trigonal coverings from





proc cresultant (poly f, poly g, poly h)
"USAGE: cresultant(f,g,h); f poly, g poly, h poly
RETURN: poly: det(Mres)
NOTE: Calculate the resultant of two polinomials f, g in a
@* complex polynomial ring, with respect to the ring va-
@* riable indicated by h
KEYWORDS: resultant, complex polynomials
EXAMPLE: example cresultant; shows an example"
{







//rearrangement of the matrix coefficients in descending order
matrix Mfdec[1][degf+1];
matrix Mgdec[1][degg+1];
































proc ConeBranching (poly S)
"USAGE: ConeBranching(S); S poly
RETURN: list: ramificacion_cono
NOTE: gives the list of branch points and values of the trigo-
@* nal map from the intersection of the standard cone
@* x2+y2=z2 and a cubic surface
KEYWORDS: cone, cubic surface, trigonal covering, branching points
EXAMPLE: example ConeBranching; shows an example"
{
ring R1=(complex,12,I), (a,r), dp;
// reparametrize the standard cone by a,r









// Prepare list of 36 points for antiimages of 12 branch values,

























































proc QuadricBranching (poly S)
"USAGE: QuadricBranching(S); S poly
RETURN: list: ramificacion
NOTE: gives the list of branch points of the trigonal map from
@* the intersection of the standard smooth quadric
@* x2+y2-z2-1=0 and a cubic surface given
KEYWORDS: quadric, cubic surface, trigonal covering, branching points
EXAMPLE: example QuadricBranching; shows an example"
{
ring R1=(complex,12,I), (a,r), dp;
// parametrization of the affine standard quadric by a,r from
// A^1xA^1, we will use ruling with lines indexed by r, and
//coordinate a on each line.









//creating list of 36 points, with no discussion of multiplicity,


























































proc QuadricReduction (poly Q)
"USAGE: QuadricReduction(Q); Q poly
RETURN: matrix: matrices
NOTE: Calculate the reduction of a quadric complex polynomial
@* to a diagonal form
KEYWORDS: complex polinomial, diagonal form

















































//If the first element of the matrix A is zero, changing from
//place to fourth place






























































































proc ProjCutSing (poly S, poly Q)
"USAGE: ProjCutSing(S, Q); S poly, Q poly
RETURN: ring: Rfinal
NOTE: detects singularities in the intersection of a quadric
@* and a cubic surface to the affine space
KEYWORDS: quadric, cubic surface, trigonal covering, singularities
EXAMPLE: example ProjCutSing; shows an example"
{


































"Dimension is greater than zero in the Charter Afin {T=/=0}";
}
}







































































"Dimension is greater than zero in the Charter Afin {X=/=0}
with T==0, Z==0, Y==0";
}
}
















proc ParamProjCutSing (poly S, poly Q)
"USAGE: ParamProjCutSing(S, Q); S poly, Q poly
RETURN: ring: Rfinal
NOTE: detects singularities in 1_parameter intersection of cu-
@* bics and quadrics to the affine space
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KEYWORDS: quadric, cubic surface, trigonal covering, singularities
EXAMPLE: example ParamProjCutSing; shows an example"
{











































































































"Dimension is greater than zero in the Charter Afin {X=/=0}
con T==0, Z==0, Y==0";
}
}
//list of points as global variables (puntos_singulares and
//s_singulares) and return the ring in which they live
setring Rfinal;


























proc ParamQuadricReduction (poly Q)
"USAGE: ParamQuadricReduction(Q); Q poly
RETURN: ring: Rqloc
NOTE: Calculate the reduction of 1_parameter family of the
@* complex polynomial to a diagonal form
@* gives the polynomial range 3 and the polynomial range
@* and gives the list of square of diagonal matrix
KEYWORDS: quadric, cubic surface, trigonal covering, singularities
EXAMPLE: example ParamQuadricReduction; shows an example"
{
matrix A5=jacob(jacob(Qs))/2;
















//the s where this polynomial vanishes A range are less than 3
//"very degenerate quadric"
list rango3=division(det4,rangom3);
//the "s" where do rango3 vanishes rank A = 3 "Cone"
poly rango_3=rango3[1][1,1];
ring Rloc_inicial=(0,s), (x,y,z,t), dp;































ring Rloc_u=(0,s), (x,y,z,t,u(1..4)), dp;
matrix D=imap(Rloc_inicial,D);
ideal relacio=u(1)^2-D[1,1],u(2)^2-D[2,2],u(3)^2+D[3,3],u(4)^2+D[4,4];

























//polynomials in x, y, z, t, s on the field Q (s)













proc ParamBranching(poly Qs, poly S)
"USAGE: ParamBranching(Qs, S); Qs poly, S poly
RETURN: ring: R1q
NOTE: branching divisor of a 1_parameter family of trigonal
@* coverings from canonical curves of genus 4 and the list
@* of square of diagonal matrix
KEYWORDS: quadric, cubic surface, trigonal covering, resultant


































//polynomials in x, y, z, t, u on the field Q (s)









3.2.2. Listado programas Pari-GP
Listado programa calculo ramif r verificacion.gp
allocatemem(800000000);
\\ IMPORTANTE: COMO CAMBIAR DE FAMILIA PARA EL CALCULO
\\ Hay que cambiar comentando/descomentando lineas en
\\ 3 PUNTOS del programa. Estan indicados en el listado.
\\ leemos el divisor_r
\\ PUNTO 1 DE CAMBIO DE FAMILIA: el divisor de ramificacion
\\ Familia simple 1:
\r divisor_r_Q_x2+y2-z2-t2_S_t3s+x3+y3+xyz+z3.txt
p=%;





p1111=subst(p111,b,1); b=1 solo en la familia simple numero 1
pfinal=p1111;
\\ discriminante da exactamente valores de s
\\ para los que pfinal tiene raices multiples
\\ (cuando se calcula el discriminante no hace falta
\\ dividir por el coeficiente de grado maximo de pfinal)
discpfinal=poldisc(pfinal,r);
\\ PUNTO 2 DE CAMBIO DE FAMILIA: el vector de cuadrados de
\\ la diagonal de la cuadrica
\r cuadrados_Q_x2+y2-z2-t2_S_t3s+x3+y3+xyz+z3.txt \\familia_1
cuadrados=%;
\\ Simplificacion: aplicar que b^2 es igual a cuadrados[4]





\\ en la familia simple numero 2, al dividir por b^2-s
\\ desaparecen todas las b, esto permite pasar directamente a hallar
\\ los ceros del polinomio en s ramif_r
\\ Si no desaparecen todas las b: multiplicar por el conjugado





\\ dividimos por el mcd (entero) de los coeficientes
productosimpl=productobx%simplificador;








\\ escribe la lista de valores de s de ramificacion en un
\\ fichero para matlab
\\ PUNTO 3 DE CAMBIO DE FAMILIA: fichero en que dejar los valores
\\ de ramificacion
\\ Descomentar la linea que pone el nombre de la familia que toca
\\ Familia Simple 1
nomramif="ramificacio_Q_x2+y2-z2-t2_S_t3s+x3+y3+xyz+z3.txt";
\\ guarda la lista de valores de ramificacion en columna en
\\ fichero de texto
\\ (leible desde Matlab con el comando load)
for (j=1, length(arrels), write(nomramif,real(arrels[j]),
"+(",imag(arrels[j]),")*i") );
\\ restaura la configuracion por defecto de pari-gp
default(realprecision, 28);
Listado programa calculo ramif r verificacion.gp
/* lee el divisor_r de la familia
(que es un polinomi de debo)
y guarda como una matriz de coeficientes
a punto para el calculo de monodromias con Matlab
(files=potencias de r, columnes=potencias de s,
de grado maximo al termino independiente */
\\ AQUI EL USUARIO ENTRA A MA EL NOM DE LA FAMILIA
\\ lectura del polinomiO deL fichero de texto




\\ AQUI EL USUARIO ENTRA A MA LOS VALORES DE u,v,w,b QUE DE
\\ MOMENTO HAN DE SER POLINOMIOS EN s










\\ crea matriz con parte real y parte imaginaria de los coeficientes
freal=real(f);
fimag=imag(f);
\\ AQUI EL USARIO PUEDE ENTRAR A MA EL NOMBRE DEL FICHERO DE SALIDA
\\ (O MODIFICARLO DESDE EL SISTEMA OPERATIVO)









3.3.1. Fundamento Teo´rico del Ca´lculo Anal´ıtico
Situacio´n












piupslopeC : C → C presenta C como recubrimiento ramificado de C. Para cada
x ∈ C tenemos su fibra pi−1(x) = {(x, y1), (x, y2), ..., (x, yn)} donde n = grado
en y de f(x, y).
Los valores de ramificacio´n del recubrimiento son los x ∈ C tales que
pi−1(x) no contiene n puntos distintos, sino algu´n punto multiple.
Un ca´lculo ra´pido y conocido muestra.
Proposicio´n 4. Sea x ∈ C no es valor de ramificacio´n de C pi−→ C ⇐⇒
para todos los puntos de la fibra pi−1(x) = {(x, y1), ..., (x, yn)} existe una
parametrizacio´n local de C de la forma y = y(x), con f(x, y(x)) = 0.
Este recubrimiento nos permite partir de un punto (x, y(x)) ∈∈ C y seguir
la curva C al mover x ∈ C:


















Como x ∈ C, que tiene dimensio´n real 2, podemos tomar un camino
x(t), t ∈ [0, 1] en C, y nuevamente podemos seguir los puntos (x(t), y(x(t)) ∈
C.
























En la pra´ctica el camino x(t) sera´ recto: una arista con ve´rtice inicial
x0 ∈ C y ve´rtice final xf ∈ C. Su parametrizacio´n sera´:
x(t) = (1− t)x0 + txf , t ∈ [0, 1]
⇒ ∂x
∂t





(x0, y(0)) (xf , y(1))
C
Figura 3.1: camino x(t)
As´ı f(x, y) = 0 es la ecuacio´n de la curva (conocida), ∂x
∂t
= xf − x0,
(determinado por la arista sobre la que integramos), y si tenemos un punto
de la curva (x0, y0) ∈ C, sobre x0, podemos transportar este punto en la










· (xf − x0) (3.2)
para t ∈ [0, t], con condicio´n inicial y(0) = y0.
Me´todo de integracio´n del problema de valores iniciales (3.2):
Usaremos el me´todo de Runge Kutta de 4 pasos (RK4) con ajuste y
control de paso dado por la integral primera f(x, f(x)) = 0.
Es decir; dado un paso inicial h.
1. Calculamos y(h) por el me´todo de Runge Kutta de 4 pasos.
2. El punto y(h) deber´ıa cumplir que f(x(h), y(h)) = 0. Como el ca´lcu-
lo ha sido aproximado, no cumple esta igualdad exactamente. Pero
esta´ mucho ma´s cerca de una solucio´n de la ecuacio´n f(x(h), y) = 0




y(h) no es la curva
= punto de la fibra pi−1(x(h)) ma´s pro´ximo a y(h)
otra rama de C
otra rama de C
y(h)y0
Figura 3.2:
3. Control de paso: pedimos siempre que el punto y(h) este ma´s pro´ximo
a y(h) que todos los dema´s puntos de la fibra pi−1(h) por un factor
prefijado. Usualmente pedimos |y(h) − y(h)| 6 10−12 · |y(h) − y| para
cualquier otro y ∈ pi−1(x(h)).
Si la distancia |y(h)− y(h)| se acerca a esta cota, acotamos el paso h..
Si la distancia |y(h)− y(h)| es menor que esta cota, alargamos el paso
h.
La fo´rmula de control de paso es nuevo paso:






∆ = |y(h)− y(h)|
Esta cota es eficiente porque no integramos la solucio´n para una y
aislada, sino para todas las y en pi−1(x0) a la vez.
La potencia 1/5 en la cota se debe a que el me´todo de RK4 tiene error
σ(h5).
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Integrando el PVI (3.2), podemos hacer dos ca´lculos:
1. Monodromı´a del recubrimiento C → C.
Cuando seguimos un camino cerrado en C que evite los valores de ra-
mificacio´n, obtendremos la permutacio´n que la monodromı´a introduce
en la fibra pi−1(x0).
2. Monodromı´a de trenzas del morfismo












En C \ Ramificacio´n , p˜i es un morfismo topolo´gicamente localmente
trivial, con fibras C \ {n puntos}.
Por tanto este morfismo p˜i tiene monodromı´a determinada en
Diff+(Cr n puntos)/Diff+0 (Cr n puntos)
Este es el grupo de Artin.
La monodromı´a se detecta estudiando los cruzamientos de los n agujeros,









La trenza de Artin
(x0, y1)
Figura 3.3: El transporte paralelo determina la trenza.
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Caminos donde integrar el PVI (3.2):
Sea R = {valores de ramificicacio´n de pi, p˜i} (calculados en el ca´lculo al-
gebraico).
Las monodromı´as de la curva y de trenzas quedan determinadas por la
monodromı´a sobre un sistema de generadores del grupo fundamental pi1(Cr
R, x0) : una aran˜a (vea´se Capitulo 1, seccio´n 1.2).





= valores de ramificacio´n
(punto base regular)
Figura 3.4: Aran˜a.
Con los caminos γ1, ..., γr ordenados para que el producto γ1, ..., γr sea
homotopo a rodear todos los valores de ramificacio´n.
Problema:
Estos caminos γ1, ..., γr se acercan mucho a los valores de ramificacio´n, y
esto es malo para la integracio´n nume´rica: las soluciones de algunos de los
puntos de C son ma´s estables que las otras, y el integrador numA˜ c©rico salta
de una solucio´n a otra, que no es la que deber´ıa seguir.
Solucio´n:
Tomar la descomposicio´n celular de Voronoi para los valores de ramifica-







Figura 3.5: Celdas de Voronoi.
Cada celda de Voronoi es convexa, poligonal.
Podemos hacer que Matlab calcule estas celdas, que las cierre por fue-
ra (pidie´ndole diagrama de Voronoi para los valores de ramificacio´n y ma´s
puntos ficticios).
Escogemos un ve´rtice x0 del grafo de Voronoi como puntos base y pode-
mos hallar un sistema de generadores de pi1(CrR, x0) formado por caminos
de aristas en el grado de Voronoi.
x0
= valor de ramificacio´n
= valor a~nadido para diagrama de Voronoi
Figura 3.6: Las celdas de los valores de ramificacio´n permiten definir la aran˜a
de Voronoi.
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La aran˜a de Voronoi se halla tomando un a´rbol maximal en el grafo de las
celdas de Voronoi de los valores de ramificacio´n, rodea´ndolo y usando como
lazos el camino que va a cada celda por el a´rbol maximal, la rodea y regresa





Figura 3.7: Grafo de las celdas de Voronoi.







Estos caminos ordenados generan pi1(C r R, x0) y cumplen que γ1 · γ2 ·
γ3 · γ4 · γ5 · γ6 · ∼ · γ∞, donde γ∞ es:
x0
Figura 3.9: Camino que da la vuelta a todo.
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3.4. Listado de los programas de ca´lculo de
monodromı´as de trenzas en Matlab
En esta seccio´n se muestran los programas utilizamos en Matlab. Esta
librer´ıa para el ca´lculo de monodromı´as de trenzas con Matlab ha sido desa-
rrollada hasta el presente por J. Amoro´s e I. Berna, y se halla inacabada por
el rendimiento insuficiente del programa transporte.m.
Calculamos monodromı´as de trenzas para el divisor de ramificacio´n. Ha-
cemos este ca´lculo parametrizando diferenciablemente tramos del divisor.
Usamos derivacio´n impl´ıcita para convertir el problema en un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias a valores complejos, que integramos con
un integrador nume´rico, implementado en Matlab.
Las monodromı´as de trenzas que queremos calcular, se calculara´n usando
la librer´ıa anal´ıtica, en la cual se hallan las siguientes funciones:
cancela.m: lleva a la forma reducida un camino de aristas en un poliedro
cancelando todos los tramos donde el camino es constante y pares de
aristas consecutivas que sean la misma recorrida en sentidos opuestos.
Itera el procediemiento hasta que ya no quedan ma´s pares, entonces el
camino de aristase reduce.
diferencial.m: calcula las derivadas de la diferencial f respecto de x, y
como una matriz.
diferents.m: recibe una lista de nu´meros complejos y devuelve otra que
contiene todos los nu´meros de la original que eran diferentes dos a dos.
Define diferente como estar a distancia ma´s grande que todo.
edo segment vect.m: Edo (ecuacio´n diferencial ordinaria) a integrar pa-
ra seguir la rama de curva algebraica sobre un segmento. Procedimeinto
documentado en log monodromia.txt.
empalmar.m: creacio´n de un transporte paralelo enganchando dos tra-
mos de forma que la ordenacio´n seguida al acabar el primero sea la
usada al empezar el segundo. Transportes paralelos a empalmar y1, y2
dados como movimiento de un n-plano de puntos en el plano C, el
movimiento de cada puntos descrito por una columna de la matriz. De-
vuelve y empalmado en el mismo formato, resultado poner y1 primero,
y2 despue´s.
exemple vectorial.m: ejemplo con un ca´lculo vectorializado para inte-
grar todos los pasos al mismo tiempo.
fibra.m: calcula lista de valores de y tales que f(x, y) = 0 para el
polinomio f definido en 2 variables. Despue´s de encontrarlas con roots
de Matlab hace mejorar iterativa para NR.
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imatge trena.m: recibe la proyeccio´n de la trenza en una recta, para-
netrizada por t trenza, y el fichero estilfibres que indica en los cruza-
mientos que´ tramo va por delante (oscuro, continuo) y que´ tramo por
u´ltima (claro, discontinuo). Dibuja la trenza en los colores especifica-
dos, siguiendo el convenio de que el tiempo va de arriba abajo. Guarda
la trenza como un fichero.png.
ordenacio arestes.m: recibe los caminos de la base dados por los ve´rtices
por donde pasan, y la lista de aristas dadas por el ve´rtice inicial, ve´rtice
final. Devuelve la lista de caminos expresados por nu´mero de aristas en
lugar de ve´rtice.
ordre arestes.m: para cada ve´rtice de un grafo plano, ordena ciclica-
mente las aristas por e´l.
ordre celles.m: para cada ve´rtice de un grafo plano, ordena ciclicamente
las aristas por e´l.
param2paraula.m: reconoce la trenza descrita por un camino de un n-
plano de puntos parametrizado y (cada columna=posiciones sucesivas
en C de un puntos del n-plano), a partir del sistema de generadores
standard del grupo de mira ortogonalmente a esta recta desde y infinito.
poli2val.m: evalu´a un polinomio en 2 variables dado como matriz de
coeficientes (potencias de x en columna por la derecha, potencias de y
en fila por la izquierda, en los dos casos en orden de potencia decre-
ciendo).
reduccio.m: reduccio´n c´ıclica de palabras en grupo libre no conmutati-
vo. Palabras codificadas indicando los generadores en letras minu´sculas
y los suyos inversos con la mayu´scula correspondiente. El elemento neu-
tro se vuelve como una cadena vac´ıa.
representa trena.m: script de Matlab para dibujar trenzas particulares
calculadas por ejemplo familia. Funciona ejecuta´ndose a Matlab justo
despue´s de la ejecucio´n de ejemplo familia.
rk4int1avect.m: integrador nume´rico para edos complejas de orden 1
proviniendo de seguir curvas f(x, y) = 0 sobre caminos de tiempos
rectil´ıneos en el plan complejo. Usa RK4 y ajuste del paso vA˜a la
integral primera dada por la propia f .
transport.m: Recibe lista de ve´rtices y de aristas entre ellos. Calcula la
fibra de cada ve´rtice. Integra vectorialmente el edo sobre cada arista,
de la fibra de partida a la de llegada. Devuelve mesas de valores del
tiempo t y de los vectores y por cada arista.
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trenador.m: ca´lculo de las trenzas y permutaciones definidas por el
transporte paralelo de un recubrimiento ramificado de C a lo largo de
un sistema de caminos cerrados.
video trena.m: recibe la mesa de valores complejas de y a lo largo de
la trenza y la convierte en un video de duracio´n preestipulada (s) que
ensen˜a por pantalla y guarda como nombre.abuelo.
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3.4.1. Listado programas Matlab
Listado programa cancela.m
function vf=cancela(v0)
% Programa per portar a forma reduida un cami d’arestes en
% poliedre,cancel.lant tots els trams on el cami es constant
% i parells d’arestes consecutives que siguin la mateixa
% recorreguda en sentits oposats. Itera el procediment fins
% que ja noqueden mes d’aquests parells, aleshores el cami
% d’arestes es reduit.
% INPUT: v0=cami en el poliedre (llista de vertexs que recorre,
% en fila). OUTPUT: vf=cami reduit (llista de vertexs que
% recorre, en fila).
% Jaume Amoros, UPC, Barcelona 2011/8/2
% Provat i funciona.




















% Calcula les derivades de f respecte de x,y com a matrius.
% Jaume Amoros, UPC, Barcelona
% 2009/5/28











% Rep una llista de nombres complexes
% i en retorna una altra que conte tots els nombres de la
% original que erendiferents dos a dos. Defineix diferents
% com estar a distancia mes gran que tol.
%
% Jaume Amoros, UPC, Barcelona
% 2010/7/26
















Listado programa edo segment vect.m
function z=edo_segment_vect(t,y)
% Edo a integrar per seguir branca de corba algebraica sobre
% un segment. Procediment documentat a log_monodromia.txt
% Nova versio vectorial (sistema: y es una fila amb diversos
% VI de l’edo)
% Jaume Amoros, UPC, Barcelona 2011/8/1
% En desenvolupament.




















% Creacio d’un transport paral.lel enganxant-ne dos trams
% de manera que l’ordenacio seguida en acabar el primer
% sigui la usada en comenc,ar el segon. Transports paral.lels
% a empalmar y1,y2 donats com a moviment d’unan-pla de punts
% en el pla C, moviment de cada punt descrit per una columna
% de la matriu. Retorna y_empalmada en el mateix format,
% resultat de composar y1 primer, y2 despres.
%
% Jaume Amoros, UPC, Barcelona
% 2010/9/28
%







Listado programa exemple vectorial.m
% exemple amb un calcul vectorialitzat, per a integrar
% tots els passos al mateix temps
%




global degx degy dfdx dfdy f x0 xf
% NOM DE LA FAMILIA AMB QUE CALCULAREM
nom=’seidel_3’;

























% calcula fibres dels vertexs i transports sobre les arestes
[yv,taula_t,taula_y]=transport(v,arestes);
% taula de trenes i de permutacions








% i les distancies orientades a la recta
nu=i*op/abs(op);
mu=real((oq-lambda*op)/nu);




% calcul de la trena de cada cami de la base
[taula_trenes,taula_permutacions,parametritzacions]=
trenador(base_arestes,taula_t,taula_y,obase,ptbase);











% Calcula llista de valors de y tals que f(x,y)=0
% per f polinomi en 2 variables.
% Despres de trobar-les amb roots de matlab fa millora
% iterativa per NR




% precissio amb que volem la fibra
tol=1e-10;





















% Rep la projeccio de la trena en una recta, parametrizada per
% t_trena, i el fitxer estilfibres que indica en els creuaments
% quin tram va per davant (fosc, continu) i quin per darrera
% (clar, discontinu). Dibuixa la trena en els colors especificats,
% seguint el conveni de que el temps va de dalt a baix.
% Guarda la trena com un fitxer png.
% Jaume Amoros, UPC, Barcelona
% 2010/10/14
%















% taula de colors (estils) del dibuix


























% Rep els camins de la base donats pels vertexs per on
% passen, i la llista d’arestes donades per vertex inicial,
% vertex final. Retorna la llista de camins expressats
% per nombre d’aresta enlloc de per vertex.
% Jaume Amoros, UPC, Barcelona
% 2011/8/4
%
% Probat i funciona.
na=size(arestes,1);
nc=length(base);























% Per cada vertex d’un graf pla, ordena ciclicament les
% arestes per ell. INPUT: G=matriu d’adjacencies del graf,
% v=llista de vertexs del graf (coord. en fila)
% OUTPUT: adjcicl=estructura que te una cel.la per cada
% vertex, amb els seus vertexs adjacents ordenats segons
% argument de -pi a pi
% Jaume Amoros, UPC, Barcelona
% 2010/11/19
%














% Ordena ciclicament les cel.les de Voronoi per cada vertex
% de la descomposicio, descartant el vertex de l’infinit i
% les cel.les per ell.
% INPUT: c=estructura de cel.les de Voronoi (tal com queda
% despres de voronoin i eliminar el punt i les cel.les per
% l’infinit de la llista), v=llista de vertexs.
% OUTPUT: cvord=estructura que per cada vertex te matriu
% amb 1a fila el vector de cel.les per ell ordenat
% ciclicament, i 2a fila els respectius arguments dels
% vectors bissecant la cel.la en el vertex (ordenades segons
% angle bissecant de -pi a pi)




% Provat i funciona.
n=length(c);
nv=size(v,1);
% Matriu que a fila k-essima te 1 en les posicions dels































% funcio per a reconeixer la trena descrita per un cami
% d’una n-pla de punts parametritzat y (cada columna=posicions
% successives en C d’un punt de la n-pla), a partir del
% sistema de generadors standard del grup de trenes donat
% per la projeccio ortogonal a la recta orientada
% [obase,ptbase]. La trena es determina segons la veu un
% observador que mira ortogonalment a aquesta recta des de
% y=-infinit.
% Jaume Amoros, UPC, Barcelona 2010/9/28
% Provat i funciona.
alfabet=’abcdefghijklmnopABCDEFGHIJKLMNOP’;
Capshift=16; % longitud de l’alfabet emprat
% calcula matricialment les projeccions dels punts de y en





% i les distancies orientades a la recta
nu=i*op/abs(op);
mu=real((oq-lambda*op)/nu);





% determinacio de la trena com a paraula en els generadors,














if (abs(bx-bn) ~= 1)

















% avalua un polinomi en 2 variables donat com a matriu de
% coeficients (potencies de x en columna per la dreta,
% potencies de y en fila per l’esquerra, en tots dos casos
% en ordre de potencia decreixent).
% Jaume Amoros, UPC, Barcelona
% 2010/9/21



















% Reduccio ciclica de paraules en grup lliure no commutatiu.
% Paraules codificades indicant els generadors en lletres
% minuscules i els seus inversos amb la majuscula
% corresponent. L’element neutre es torna com la cadena
% buida ’’.
% Jaume Amoros, UPC, Barcelona
% 2010/10/11
%


























% Script de Matlab per dibuixar trenes particulars calculades
% per exemple_{familia}
% Funciona executant-se a Matlab just despres de l’execucio
% de exemple_{familia}
% provat i funciona
% tria d’una trena
ntrena=18;






% imatge de la trena
nom_fitxer_trena=imatge_trena(nom_trena,t_trena,lambda_trena,
creuaments_trena);





% Integrador numeric per a edos complexes d’ordre 1 provenint
% de seguir corbes f(x,y)=0 sobre camins de temps rectilinis
% en el pla complex. Usa RK4 i ajust del pas via la integral
% primera donada per la propia f. Versio ’sistema d’edos’:
% y0 es un vector fila de valors, i els integra tots alhora
% Jaume Amoros, UPC, Barcelona (Provat i funciona).















% busca la fibra d’on hem caigut, calcula l’aparellament de
% punts i l’error
yfibra=fibra((1-t(end)-h)*x0+(t(end)+h)*xf);











% calcula l’error optim, si estem per sota accepta el pas i
% si estem











% Rep llista de vertexs i d’arestes entre ells.
% Calcula la fibra de cada vertex.
% Integra vectorialment l’edo sobre cada aresta,
% de la fibra de partida a la d’arribada.
% Retorna taules de valors del temps t i dels vectors y
% per cada aresta.
% Jaume Amoros, UPC, Barcelona
% 2011/8/4
%
% Probat i funciona.
global degx degy dfdx dfdy f x0 xf




% transport sobre les arestes
marge=1e-12;















% Calcul de les trenes i permutacions definides pel
% transport paral.lel d’un recobriment ramificat de C al
% llarg d’un sistema de camins tancats.
% INPUT: base_arestes=sistema de camins tancats, yv=fibra
% dels vertexs, taula_y=n-pla de valors de y en cada aresta,
% obase,ptbase=2 punts que defineixen la recta de projeccio
% per donar les trenes.
% OUTPUT: taula_trenes=llista de paraules de trena de cada
% cami tancat, taula_permutacions=llista de permutacions de
% monodromia sobre cada cami tancat(indicades en vector [1,2,,n])
% Jaume Amoros, UPC, Barcelona 2011/8/4 (Provat i funciona).
nc=length(base_arestes);
for k=1:nc,



















% s’envia a calcular la trena
[nou_ordre,trena,creuaments,lambda,mu]=param2paraula(y,obase,ptbase);
taula_trenes{k}=trena;















% Rep la taula de valors complexes de y al llarg de la trena
% i la converteix en un video de duracio preestipulada (s)
% que ensenya per pantalla i guarda com a nom.avi.
% AVIS: en versions antigues de Matlab (fins la 7.5 en
% Linux) el video pot tenir poca compressio i un tamany
% descomunal.
% Jaume Amoros, UPC, Barcelona 2010/10/14 (Provat i funciona).




us=10; % usarem un de cada us fotogrames











xmax=centre(1)+1.4*(remax-centre(1)); % deixem espai pel rellotge
ymin=centre(2)-1.2*(centre(2)-immin);
ymax=centre(2)+1.2*(immax-centre(2));


















CALCUL DE MONODROMIA DE CORBES ALGEBRAIQUES COMPLEXES PLANES
Corba plana afi <-> polinomi en dos variables f(x,y)
(coeficients complexes)
Ojectius:
1. Calcular la monodromia de la corba $C=\{ f(x,y)=0 \}$
posada com a recobriment finit de la recta afi complexa
via la projeccio $(x,y) \mapsto x$
Per a aixo es detectaran/importaran de Singular els
valors singulars (on hi ha ramificacio) i s’integrara
l’edo
$$




sobre camins $x(t)$ de valors regulars de dos tipus:
1) segments de x0 a xf, parametrizats per t de 0 a 1
2) cercles amb centre singular, radi rmin, punt inicial p0,
parametrizats de forma x(t)=centre+rmin*\exp(2*pi*i*t), t
de 0 a 1.
Tots els calculs son al pla afi, assumim que la recta de
l’infinit talla a la corba sense ramificacio.
2. Calcular la monodromia en el grup de trenes del complementari
de la corba $C=\{ f(x,y)=0 \}$, posat com a familia de rectes
afins punxades $\mathbb C \setminus C$ via la projecci\’o $(x,y)
\mapsto y$, sobre els valors regulars de $f$.
FORMAT DE LES DADES:
Els polinomis en 2 variables x,y es guarden com a matrius f
tals que
[y^m,y^(m-1),...,y,1]*f*[x^n;x^(n-1);...;x;1]=f(x,y)
(per coherencia amb el sistema que te Matlab per a
operar amb polinomis d’una variable; tambe coherent
amb conv2?)
Cada monodromia en el grup simetric de d elements es guarda
com un vector fila de longitud d, que te en posicio k-essima
la imatge de k per la permutacio de monodromia.
Cada monodromia de trenes es guarda com a paraula en els
generadors standard d’Artin i els seus inversos: els generadors
standard $\sigma_1, \sigma_2, \dots$ es guarden com a,b,... i
els inversos $\sigma_1^{-1}, \sigma_2^{-1}, \dots$ es guarden amb




degx degy graus de f en x i y
dfdx dfdy les derivades parcials (conveni: dfdx te
obligatoriament mida (degy+1) x degx, i dfdy te mida degy x
(degx+1). Omplir amb zeros si cal).
x0 xf extrems de segment sobre el que s’integra l’edo
Variables amb resultats del calcul:
singulars : llista de valors singulars (punts de ramificacio
de la projeccio) obase, ptbase : recta sobre la que projectem
per presentar les trenes de front v : matriu dels vertexs del
graf de Voronoi (coord reals x,y) arestes : llista d’arestes
del graf de Voronoi (donades per vertex inicial,vertex final
numerats segons v)
base : sistema de camins tancats que forma la base de Voronoi,
donats pels vertexs per on passa el cami (base{k}=llista de
vertexs que defineixen el cami poligonal k-essim)
base_arestes : el sistema de camins anterior, pero donat
numerant les arestes que el formen segons la llista a arestes
(signe menys indica que la recorrem en sentit contrari)
taula_trenes : estructura que te per cel.les les trenes de
les monodromies dels camins de base (taula_trenes{1} es la
paraula de la 1a trena,...) taula_permutacions : matriu que
te en cada fila k-essima la permutacio induida per la monodromia
sobre el cami base{k} parametritzacions : estructura amb dades
auxiliars. Per cada monodromia k-essima:
parametritzacions{k}{1}=taula de temps t_trena en que el calcul
recorre la trena parametritzacions{k}{2}=taula de posicions
y_trena dels punts de la trena en el pla complex C
(cada fila de y_trena es la posicio dels punts de la trena en
el seu temps de t_trena) parametritzacions{k}{3}=taula de
posicions lambda_trena de la projeccio ortogonal dels punts
de la trena en la recta base obase,ptbase (per dibuixar-la
frontalment) parametritzacions{k}{4}=taula de creuaments de
la trena, que te una fila per cada creuament de la trena
indicant: temps de creuament (posicio en t_trena), el fil a
l’esquerra dels 2 veins que es creuen, i 0 si el fil de
l’esquerra passa per davant, 1 si el fil de l’esquerra passa
per darrera. taula_permutacions : matriu que te per files
les permutacions dels elements de la fibra que cada monodromia




En este cap´ıtulo aplicamos los programas referidos en el cap´ıtulo 3 y el
teorema descrito del cap´ıtulo 2, para hallar la monodromı´a geome´trica y el
grupo fundamental de las cuatro familias de curvas que hemos elegido.
Analizaremos dos ejemplos de tipo acade´mico, otro que tiene intere´s en
mirror symmetry como es la familia Seidel, y un u´ltimo que presenta unas
simetr´ıas u´nicas, la familia de Bring.
4.1. Ejemplos Acade´micos
4.1.1. Familia Simple 1
Sea la cua´drica Qs definida por la ecuacio´n x
2 + y2 − z2 − t2 = 0, y la
cu´bica Ss definida por la ecuacio´n x
3 + y3 + z3 + xyz + st3 = 0, la Familia 1
que vamos analizar.
Ecuacio´n del divisor de ramificacio´n de la Familia 1:
(54r10−324r9 +54r8 +1296r7 +756r6 +216r5 +756r4 +432r3 +54r2 +108r+
54)s2 + (2r12− 36r11 + 144r10 + 108r9− 1686r8− 1080r7− 1944r5− 2010r4−
612r3 − 144r2 + 108r + 110)s + (−2r12 + 36r11 − 218r10 + 464r9 + 348r8 +
72r7 + 1300r6 + 1392r5 + 462r4 − 108r3 − 218r2 + 56).
Lista de valores de ramificacio´n para la curva Es con s = de la Familia
Simple 1:
Lista de valores de ramificacio´n Familia 1














Posicio´n de las fibras de ramificacio´n de la curva Es en el espacio af´ın.





























Lista de valores de ramificacio´n del divisor de ramificacio´n de la familia
1:
Listado de Valores de Ramificacio´n Familia 1





















4.1.2. Familia Simple 2
Sea la cua´drica Qs definida por la ecuacio´n x
2 + y2 − z2 − st2 = 0, y la
cu´bica Ss definida por la ecuacio´n x
3 + y3 + z3 + xyz + t3 = 0, la Familia 2
que vamos a analizar.
Ecuacio´n del divisor de ramificacio´n de la Familia 2:
(−2r12 +36r11−218r10 +464r9 +348r8 +72r7 +1300r6 +1392r5 +462r4−
108r3−218r2+56)s3+(2br12−36br11+144br10+108br9−1686br8−1080br7−
1944br5−2010br4−612br3−144br2 +108br+110b)s+(54r10−324r9 +54r8 +
1296r7 + 756r6 + 216r5 + 756r4 + 432r3 + 54r2 + 108r + 54)
Lista de valores de ramificacio´n para la curva Es con s = de la Familia
Simple 2:
Lista de valores de ramificacio´n Familia
2










Posicio´n de las fibras de ramificacio´n de la curva Es en el espacio af´ın.























Lista de valores de ramificacio´n del divisor de ramificacio´n de la familia
2:
Listado de Valores de Ramificacio´n Familia 2














































4.1.3. Familia de Seidel
Sea la cua´drica Qs definida por la ecuacio´n x
2+y2−z2−(1+s2)t2 = 0, y la
cu´bica Ss definida por la ecuacio´n x
3+y3−sz3−st3−xyz+7x2y+13y2z+xz2 =
0, la Familia de Seidel que vamos analizar.
El espacio total de esta familia es una superficie K3 de ge´nero 4. La
descripcio´n de la monodromı´a geome´trica de esta superficie Q ∩ S como
familia de ge´nero 4 es un pincel de Lefschetz.
La monodr´ıa geome´trica de este pincel es un paso necesario para la com-
probacio´n de la conjetura de Simetr´ıa Especular versio´n de Seidel para esta
superficie.
Ecuacio´n del divisor de ramificacio´n de la Familia de Seidel:
(27r12+1350r10+432r9+15525r8+10800r7−32076r6−10800r5+15525r4−
432r3 + 1350r2 + 27)s8 + (−6808r12 + 58392r11 − 15348r10 − 254928r9 −
160404r8 +44400r7 +301928r6 +146016r5−123984r4−125128r3−40884r2 +
48048r−7492)s7 +(−22411r12 +151216r11 +22034r10 +289808r9 +62335r8 +
349664r7 + 74300r6 + 285600r5 + 285443r4 + 77616r3 + 46834r2 − 58992r +
9737)s6+(−20370r12+175176r11−44532r10−764352r9−478350r8+134496r7+






261576r3 +179778r2−182520r+27915)s2 +(−800r12 +92232r11−96204r10−
60192r9 +255612r8 +661728r7 +394328r6 +10224r5−532440r4−161448r3−
75660r2 +59568r−5764)s+(−22492r12 +151216r11 +17984r10 +288512r9 +
15760r8 + 317264r7 + 170528r6 + 318000r5 + 238868r4 + 78912r3 + 42784r2−
58992r + 9656)
Lista de valores de ramificacio´n para la curva Es con s = de la Familia
de Seidel:
Lista de valores de ramificacio´n Familia Seidel














Posicio´n de las fibras de ramificacio´n de la curva Es en el espacio af´ın.





























Lista de valores de ramificacio´n del divisor de ramificacio´n de la familia
de Seidel:
Listado de Valores de Ramificacio´n Familia Seidel































































4.1.4. Familia de Bring
Sea la cua´drica Qs definida por la ecuacio´n 5x
2 + y2 + z2 + t2 = 0, y la
cu´bica Ss definida por la ecuacio´n 5x
3−sx(y2 +z2 +t2)−2yzt = 0, la Familia
de Bring que vamos analizar.
La fibra para s = 0 de esta familia es la curva de Bring, que es la u´nica
curva de ge´nero 4 con automorfismos de orden 5.
Ecuacio´n del divisor de ramificacio´n de la Familia de Bring:
(27r10−54r6+27r2)s2+(−2r12+1350r10+66r8−2700r6+66r4+1350r2−
2)s+ (−50r12 + 16855r10 + 1650r8 − 33710r6 + 1650r4 + 16855r2 − 50)
Lista de valores de ramificacio´n para la curva Es con s = de la Familia
de Bring:
Lista de valores de ramificacio´n Familia Bring













Posicio´n de las fibras de ramificacio´n de la curva Es en el espacio af´ın.





























Lista de valores de ramificacio´n del divisor de ramificacio´n de la familia
de Bring:
Listado de Valores de Ramificacio´n Familia Bring







4.2. Ca´lculo Anal´ıtico: Ejemplo Acade´mico
Debido al mal comportamiento de la intregracio´n nume´rica en divisores
de ramificacio´n de alto grado, no podemos calcular la monodromı´a de trenzas
del divisor de ramificacio´n de las familias estudiadas en los ejemplos algebrai-
cos.
Para mostrar que el problema se reduce a la inestabilidad de la ecuacio´n
diferencial de la ramificacio´n, aplicamos nuestro paquete de Matlab al ca´lculo
de la monodromı´a de trenzas definida por una curva plana C ⊂ P2C donde
C tiene grado 6 y la proyeccio´n pi(x, y) = x restringid a C no ramifica en la
recta del infinito.
Para curvas de grado 6, nuetro paquete de Matlab funciona y calcula la
monodromı´a de trenzas.
Al crecer el grado de la curva C aparecen valores de ramificacio´n de la
aplicacio´n pi de pi(x, y) = x ma´s y ma´s pro´ximos, y el integrador nume´rico
rk4int1avect.m se encalla en las aristas de la aran˜a de Voronoi que los se-
paran.
La curva escogida para probar el paquet es una curva C ⊂ C2 de grado
6, con coeficientes complejos, cuyas partes real e imaginaria son racionales,
fracciones cociente de enteros aleatorios. Tiene ecuacio´n:









donde A es la matriz:

0 0 0 0 0 0 −90477999
2097152


























































0 0 0 0 0 0 −238244649
2097152
























































Con Pari-GP podemos hallar la lista de valores de ramificacio´n de la pro-
yeccio´n pi(x, y) = x sobre C.
Esta lista sale:
































Al aplicar el paquete de Matlab a esta curva, aran˜a de Voronoi produce
la aran˜a poligonal indicada en la figura 4.1.
Figura 4.1: Arana V oronoi ejemplo academico. Punto base en x =
0,5959, y = −2,768
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La integracio´n nume´rica de la edo de la curva, seguida de la evaluacio´n
de cruzamientos, produce la siguiente tabla de valores de la monodromı´a:
Generador V alor Singular que rodea Trenza
(redondeado al 4to decimal)
1 -1.0278 + 0.9013i ecbadbcebdcebabdcedebEcBCBDCdDdDBABECDBECBDABCE
2 0.0356 + 1.1932i ecbadbcebdcebabdDBABEdCcebabdDBABECDBECBDABCE
3 0.1951 + 1.4952i ecbadbcebdcebabdDBABECbDBECBDABCE
4 -0.6364 + 0.8260i ecbadbcebdBcDebabdDcdbDCBABEdCbDBECBDABCE
5 0.0047 + 1.0720i ecbadbcebdBcDebabdABACbDBECBDABCE
6 0.1555 + 1.0750i ecbadbcebdBcbDBECBDABCE
7 -0.6176 + 0.6607i ecbadbcebdBabaDcdcDCBAbDBECBDABCE
8 -0.9311 - 0.1493i ecbadbcebdBabcdedCEcDCBAbDBECBDABCE
9 0.2941 + 0.0620i ecbadbcebdBabBcAbDBECBDABCE
10 0.7491 + 0.0083i ecbadbcebdBaDedAbDBECBDABCE
11 0.7808 + 0.3818i ecbadbcebdBaDbdDBECBDABCE
12 1.4800 + 0.2886i ecbadbcebdDBECbcCBDABCE
13 0.8715 + 0.0224i ecbadbcCBceEdeECbcCBDABCE
14 0.4054 - 0.3505i ecbadbcCBceECbcbabCBbABeECbcCBDABCE
15 0.8564 - 0.3784i ecbadbcCBceEbaBebBECbcCBDABCE
16 0.2958 - 0.4411i ecbadbcCBcebBEbcBABCcdabCaBebBECbcCBDABCE
17 0.2410 - 0.5375i ecbadbcCBcebBEbAcBADCcdbeEaebBECbcCBDABCE
18 1.0102 - 0.5049i ecbadbcCBcebBEAeadEeECbcCBDABCE
19 1.4356 - 0.3698i ecbadbcCBceEbBDABCE
20 1.1944 - 0.8442i ecbadbBeDAEeBCE
21 -0.7952 - 0.5014i ecbEBDCcdCBabcDdbeBCE
22 -0.0977 - 0.7826i ecbEBDdCbcbeBCE
23 -0.7463 - 0.6664i ecbEBCBcDdCBbcdCbcbeBCE
24 -0.1883 - 0.8338i ecbEBCBcDCeaDcdcACbcbeBCE
25 0.0606 - 0.9661i ecbEBCBcaCb
26 -0.5834 - 1.2753i BDCdAEacedb
27 -1.0035 - 0.3422i BDECABAbeEabacedb
28 -1.9725 - 0.4159i BDECABAeDdabacedb
29 -1.1821 - 0.1881i BDECABADdEecDdabacedb
30 -1.1692 + 0.7296i BDECABADEbCecdabacedb
Para indicar las trenzas de 6 hebras en B6, hemos seguido el convenio de
escritura de los generadores:
a = σ1, b = σ2, c = σ3, d = σ4, e = σ5
A = σ−11 , B = σ
−1
2 , C = σ
−1
3 , D = σ
−1




Como ejemplo, el generador nu´mero 1 de la aran˜a de Voronoi empleada:
Figura 4.2: imagen de la trenza 1 del ejemplo academico
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La trenza descrita por los seis puntos de la curva de ramificacio´n a lo
largo de este camino es la siguiente:
Figura 4.3: imagen de la trenza 1 del ejemplo academico
En la figura 4.3, mostramos a la trenza nu´mero 1, calculada por el paque-
te de Matlab. Aqu´ı hemos establecido un convenio de representacio´n, cuando
se cruzan dos hebras sobre el papel, la l´ınea oscura pasa por encima y la l´ınea
clara pasa por debajo.
El paquete de Matlab, tambie´n graba videos con visio´n central del movi-
miento de los puntos de la curva. Este video de la trenza sera´ mostrado en
la defenza de esta tesis.
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